evropsky b . *: f’ _§
L4

socialni 5 - ——
- MINISTERSTVO SKOLSTVI, OP Vzdalavani NIVERSITA
fondvCR EVROPSKA UNIE MLADEZE A TELOVYCHOVY pro konkurenceschopnost UOSTR.AVIESNSIS S

INVESTICE DO ROZVOJE VZDELAVANI

GRAMATIKY A JAZYKY

URCENO PRO VZDELAVANi V AKREDITOVANYCH
STUDIJNICH PROGRAMECH

HASHIM HABIBALLA

CISLO OPERACNIHO PROGRAMU: CZ.1.07
NAZEV OPERACNIHO PROGRAMU:
VZDELAVAN{ PRO KONKURENCESCHOPNOST
OPATRENT: 7.2
CISLO OBLASTI PODPORY: 7.2.2

INOVACE VYUKY INFORMATICKYCH PREDMETU VE
STUDIJNICH PROGRAMECH OSTRAVSKE UNIVERZITY

REGISTRACNI CISLO PROJEKTU: CZ.1.07/2.2.00/28.0245

OSTRAVA 2013



Tento projekt je spolufinancovan Evropskym socialnim fondem a statnim rozpoétem Ceské
republiky

Recenzent: Doc. RNDr. PaedDr. Eva Volna, PhD.

Nazev: Gramatiky a jazyky

Autor: Doc. RNDr. PaedDr. Hashim Habiballa, PhD., Ph.D.
Vydani: prvni, 2013

Pocet stran: 174

Jazykova korektura nebyla provedena, za jazykovou stranku odpovida autor.

© Hashim Habiballa
© Ostravska univerzita v Ostraveé



OBSAH

1

KONECNY AUTOMAT ...ooooviiiiieeiseee ettt ss s, 6
1.1 ZAKLADNI POIMY TEORIE JAZYKU......cccttiiiiieee e iectireeee e e sssrarene e 7
1.2 KONECNY AUTOMAT t1vvveieieeeiiiiirireeeseeessississrssesssesssssasssssssesssessssinssssens 9
1.3 KONECNY AUTOMAT (DETERMINISTICKY) - KA ....cviiiiiieiee 12
14 KONECNY AUTOMAT (NEDETERMINISTICKY ) ...vvevverresieeieaniesineseeeneenns 15
15 KONSTRUKCE AUTOMATU PRO ZADANE JAZYKY ...ooovvvvriiieieeereiinrenens 18
1.6 ALGORITMUS PREVODU NKA NADKA ...t 20
1.7 VZTAH JAZYKU ROZPOZNATELNYCH NKA ADKA ..., 24
1.8 EKVIVALENTNI AUTOMATY ..ooooiiiittriieieeeeessiiiisreseesseesssssssnssesssssesssnnnns 27
1.9 ZOBECNENY NEDETERMINISTICKY AUTOMAT .....ccovvveiiiieeersiivrrreneeeens 29

UZAVEROVE VLASTNOSTI A REDUKCE KA .......cocovvivesiereerans 35
2.1 SJEDNOCENI, PRUNIK, DOPLNEK, ROZDIL, ZRCADLOVY OBRAZ........... 37
2.2 UZAVEROVE VLASTNOSTI JAZYKU ROZPOZNATELNYCH KA .............. 43
2.3 ZRETEZENI, MOCNINA, ITERACE, ZRCADLOVY OBRAZ A KVOCIENT ....46
2.4 KONSTRUKCE POUZIVANE V DUKAZECH .....uvvviiieieiiiiiririieneeeeesssinnnnens 50
2.5 ALGORITMUS REDUKGCE ...uvuvvvuvvvuversrsrsssrssssesssssssssssssesssssssssesssssers.. 55
2.6 PRIKLADY REDUKCE A NORMOVANI ....ccccoiiiiiiiiiiiice e 60

REGULARNI JAZYKY oottt eeen s 67
3.1 REGULARNI JAZYKY A VYRAZY ..ttttieiiieei i iiiiiiieiee e ssiiisieee s e nnnns 68
3.2 SESTROJENI AUTOMATU (ZNKA) K REGULARNIMU VYRAZU ............. 72
3.3 PRAVA KONGRUENCE A NERODOVA VETA...cccivvieiiieeiiiiiirnieeneesessnnnns 76
3.4 APLIKACE NERODOVY VETY 1vvvuuuuuuviruursrrrnrsrsrsrsrsmerersssrsrsremsr. 78

BEZKONTEXTOVE GRAMATIKY A JAZYKY ..oovoiviieeerseeeeeen, 81
4.1 BEZKONTEXTOVA GRAMATIKA A BEZKONTEXTOVY JAZYK ......ceovvvee. 82
4.2 TVORBA GRAMATIK K BEZKONTEXTOVYM JAZYKUM........ooevvvvvenenenn, 84
4.3 REGULARNI GRAMATIKY, VZTAH K REGULARNIM JAZYKUM .............. 85
4.4 NEVYPOUSTEJICI A REDUKOVANE GRAMATIKY ......oovvvvrvvinereeeiiinnrenens 90
4.5 KANONICKA ODVOZENI, JEDNOZNACNE GRAMATIKY ...ovvvvvvvvernrnnnnnnnns 94
4.6  VETA O VKLADANI (PUMPING LEMMA) ....coiuveieiieiieeiieeeesree e eve e 95

ZASOBNIKOVE AUTOMATY ..ot 98
51 ZASOBNIKOVY AUTOMAT A VZTAH K BKJ ..o, 99
5.2 UZAVEROVE VLASTNOSTI TRIDY BKJ oo, 104

CHOMSKEHO HIERARCHIE .......cocoiuieieieeeeeeeeeee s 106
6.1 OBECNA GENERATIVNI GRAMATIKA A CHOMSKEHO HIERARCHIE ....107
6.2 TURINGUV STROJ .uvtveiiiiieiiiiiiiiiieeeee e e s s seiisbesessseessssasbsresesssessssssssssens 108

ZAKLADY SYNTAKTICKE ANALYZY .oovveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenns 111
7.1 BEZKONTEXTOVA GRAMATIKA A ZAPIS SYNTAXE JAZYKA .........cc.... 112
7.2 BACKUSOVA-NAUROVA FORMA ......uvuurrrrrrrrrrrnersrrrersrerssersrerererenee. 114
7.3 SYNTAKTICKA ANALYZA V REALNYCH APLIKACICH..........coovvverernnn. 115
7.4 SYNTAKTICKA ANALYZA ,,SHORA DOLU .....coivieeeiiriieeeiitreeee e 115
7.5 SYNTAKTICKA ANALYZA ,,ZDOLA NAHORU® ...cccviviiiiie e, 116

SYNTAKTICKA ANALYZA SHORA DOLU ....cooovveeeeeeeeeeeea, 120
8.1 MODEL ANALYZY ,,SHORA DOLU A JEDNOZNACNOST ...vvvevereeeriiinnns 120
8.2  JEDNODUCHE LL(1) GRAMATIKY A ROZKLADOVE TABULKY ............ 121
8.3 TVORBA ROZKLADOVE TABULKY ....cooiiiiiiiiiiiiee e ssirrreee s e e esnsreaens 123
8.4 Q-GRAMATIKA A FUNKCE FOLLOW .....cooiiiiiiiiecie e 125
8.5 VYPOCET FUNKCE FOLLOW. ....ovviiiiiiiiiiii e, 127
8.6 TVORBA ROZKLADOVE TABULKY ...ccovviiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeee e 129

SILNE A SLABE LL(K) GRAMATIKY ....coovveirreiesreniessenssssenennns 133



9.1  FUNKCEFIRST ..o 133

9.2 LL(L) GRAMATIKA.....iitieitieiesieesteeie e stee e sreesaeeneesseeseeeneesneenne e 135
9.3 TVORBA ROZKLADOVE TABULKY ....ccoiiiiiiiiiiieeeeesisiiiirieeess e s s seannns 136
94 LL(K) GRAMATIKY .uviiiieiieiesieesteesiesseesreesiesseesseessessesssesseesneessesssens 139
9.5  SILNE LL(K) GRAMATIKY AJEJICH SA ...ooiiieiieceee e, 140
9.6 SLABE LL(K) GRAMATIKY ...oteiiiiieiiieiisieesieeieseesieesiesseeseeeneesseesaens 143
10 SYNTAKTICKA ANALYZA ZDOLA NAHORU........ccccovveereirrnnn. 148
10.1 MODEL ANALYZY ,,ZDOLA NAHORU®........coiiiiiiiiiiireeeeiitiee e e eireee e 148
10.2 LR(K) GRAMATIKY A JEJICH SYNTAKTICKA ANALYZA ....cvevverreennnnn. 150
10.3  VLASTNOSTI LR JAZYKU ..ottt 153
11 LLA LR JAZYKY ottt ettt 155
11,1 VLASTNOSTILL JAZYKU ..ottt 155
11.2 TRANSFORMACE NA LL GRAMATIKY ...vvviiiiiiiieeeiiiieeeeeiireeeeseiveeee s 158
12 OBECNE ALGORITMY SYNTAKTICKE ANALYZY ...cccoovvervennn. 165
12.1  OBECNE ALGORITMY ANALYZY trvvviiiiiiiiiirireeiieeessiiisirsneesseessssnansnns 165
12.2  ZASOBNIKOVY AUTOMAT ....evvvreiiieieeiieiitireieeeeeeessssssbrrsensseesssssnnnnns 167
13 IMPLEMENTACE ALGORITMU SYNTAKTICKE ANALYZY....... 169
13.1 ROZKLADOVE TABULKY .....cccittreiiiiieeiiiiitsisreeeeseesssssssrssesssessssssssssnes 169
13.2 METODA REKURZIVNIHO SESTUPU.......ccovurireiiieeeiiiiiiirnreeesee e s snnnans 169
13.3  JINEMETODY ...ooecuvtreieiiieeisssisttreeeresesssssssssssesesssessssssssrssesssessssssssssnes 172






Kone¢ny automat
1 Konec¢ny automat

V této kapitole se dozvite:

e Cim se zabyva teorie formalnich jazyka.

e Zakladni informace o hierarchii jazykti a problému determinismu a
nedeterminismu.

e Princip kone¢ného automatu.

e Vztah mezi automatem, jazykem a gramatikou.

e Zakladni pojmy teorie jazyka — abeceda, slovo, zietézeni, uzavéra.

Po jejim prostudovani byste méli byt schopni:

Navrhnout kone¢ny automat pro jednoduchy jazyk.

Definovat kone¢ny automat, véetné jeho vypoctu.

Definovat jazyk rozpoznavany konecnym automatem.

Transformovat koneény automat nedeterministicky (NKA) na
deterministickou variantu (DKA).

e Dokazat vztah mezi jazyky rozpoznatelnymi NKA a DKA.

Klicova slova této kapitoly:

Teorie formalnich jazykt, abeceda, slovo, zfetézeni, uzavéra, konecny automat.

Pruvodce studiem

Studium této kapitoly je pomérné narocné zejména pro ty z Vas, kteri dosud
nemaji Zadné zkusenosti s matematickou formalizaci pojmii. Na druhou stranu
se zde snazime vyloZit nejprve intuitivni nahled na problematiku. Urcité tomuto
uvodnimu seznameni venujte velkou pozornost, nebot pochopenim této Cdsti se
Vam usnadni studium nasledujicich kapitol.

Na studium této cdasti si vyhradte alesporn 6 hodin. Doporucujeme studovat
S prestavkami vzdy po pochopeni jednotlivych podkapitol. Po celkovém
prostudovani a vyreseni vSech prikladii doporucujeme dat si pauzu, treba 1
den, a pak se pustte do vypracovani korespondencnich ukolii.

Teorie formalnich jazykl je velmi dualezitou soucasti teoretické informatiky.
Zaklady novodobé historie této discipliny polozil v roce 1956 americky
matematik Noam Chomsky, ktery v souvislosti se studiem pfirozenych jazyka
vytvofil matematicky model gramatiky jazyka.

I kdyz pivodni motivace — vyvinout model pro piirozené jazyky jako je
anglictina — zdaleka nebyla tak Uspé&Sna, teorie formalnich jazyki stoji za
dynamickym rozvojem informacnich technologii, tak je zname dnes. Jeji
vysledky umoznili tvorbu a automatické zpracovani jazykl pro pokrocilé
programovani pocitacl, pro databazovou technologii a jeji aplikace lze vidét
prakticky denné.




Konecny automat

Zacala se prosazovat teorie jazyku, kterd nyni obsahuje bohaté vysledky v
podob¢é matematicky dokézanych tvrzeni teorému. Tato teorie pracuje se
dvéma dudlnimi matematickymi entitami, s gramatikou a s automatem,
pfedstavujici abstraktni matematicky stroj. Zatimco gramatika umoziluje
popsat strukturu vét formalniho jazyka, automat dovede tuto strukturu
identifikovat.

Jak uz jsme uvedli, ptivodni dosti optimistickd pfedstava formalizace procesii
zpracovani pfirozenych jazykll nebyla pfili§ GspéSna (pfirozené jazyky jsou
prosté prili§ slozité). Presto jiz v 60. letech 20. stoleti Chomského definici
gramatiky formalniho jazyka a klasifikaci formalnich jazykti (Chomského
hierarchie jazyki) pouzili Backus a Nauer pro definici syntaxe programovaciho
jazyka Algol 60 (ve tvaru formalismu, jez se nazyva Backus-Nauerova forma).
Dalsi vyvoj pak piimocate vedl k aplikacim teorie jazykt v oblasti prekladact
programovacich jazykt. Stanoveni principti syntaxi fizené¢ho piekladu a
generatort piekladacii (programovacich systémil, které¢ na zakladé formélniho
popisu syntaxe a sémantiky programovaciho jazyka vytvofi jeho piekladac)
pfedstavuje kvalitativni skok pii konstrukci piekladaci umoznujici
automatizovat narocnou programatorskou praci spojenou s implementaci
programovacich jazyk.

1.1 Zakladni pojmy teorie jazyki

Abychom mohli ve studiu TFJA pokracovat, zavedeme nejprve zakladni
definice, ze kterych budeme vychazet.

Abeceda
Definice 1:  Abeceda X je kone¢na mnoZina symboli.
Retézec (slovo)

Definice 2:  Retézec (slovo) o prvki z koneéné mnoZiny X je libovolna
konefna posloupnost prvki této mnoZiny. Retézce zpravidla
oznacujeme Feckymi pismeny. Pocet prvki v Fetézci udava jeho délku
a oznafujeme ji |a|. Retézec, ktery neobsahuje Zadny prvek, nazyvame
prazdny Fetézec a oznacujeme ho € nebo e (nedojde-li k zaméné). Jeho
délka je 0.

o = Adp...ak13 ai€X, 1=1,2,..K; |a| =k

Pozn. Velmi dobie znite tfetézce z bézného zivota — napt. VaSe jméno je
fetézec slozeny z pismen Ceské abecedy.

Abeceda

Retézec (slovo)



M
AN

Zretezeni
(konkatenace)

Uzavery

N
AN

¢

Formalni jazyk

Kone¢ny automat

Reseny piiklad 1:

Mgjme mnozinu ={0,1}. Retézce prvki této mnoziny jsou binirni &isla bez
znaménka. Napiiklad

o = 001011 |o| = 6

3 =0000 || =4

1.1.1.1.1.1.1 Konkatenace (zietézeni), uzavéry mnoziny

Definice 3:  Zietézeni (konkatenace) retézci a=a;ay...ar a f=bib....bs je
Fetézec af=a;a;...acbi1by...bs.

Pozn. Pro délku konkatenace ap dvou fetézct a a B plati jaf| = |a| + |B|. Dale
pro konkatenaci libovolného fetézce o s prazdnym fetézcem € plati o-e = e-a =
o

Konkatenace mtze byt provedena také nékolikandsobné, potom pouzivame

nésledujici znaceni: o, pficemz oznacuje konkatenaci fetézce o provedenou n-
krat. Napftiklad (01)3 je fetézec 010101.

vvvvvv

Definice 4:  Pozitivnim uzivérem X" kone¢né mnoZiny prvka = nazveme
mnoZinu vSech Fetézci sestavenych z prvkii mnoziny X bez prazdného
etézce. (Uzavér X7 je spofetna mnoZina.)

Definice 5:  Uzavér ¥* mnoZiny T navic obsahuje prazdny Fetézec g, tj. je
definovanX* ={g} U X’

Pozn. Tyto uzavéry jsou tedy vSechny mozné kombinace, jak néjakou mnozinu
muizeme prokombinovat spojenim jejich fetézcii libovolné-krat za sebou (viz
priklad).

ReSeny priklad 2:

Necht’ mnoZina prvki je £ = { a,b,c } Jeji pozitivni uzavér a uzavér je (pouze
nekteré prvky — uvédomte si, Ze je nekonecny!)

>"={ a,b,c,aa,ab,ac,ba,bb,bc,ca,cb,cc,aaaaab,... }

>*={¢ab,c,aaab,... }

11.1.11.1.2 Jazyk

Definice 6: Necht” je dana abeceda X, pak libovolna podmnoZina
uzavéru I* je formalnim jazykem nad abecedou X. Tedy formalni
jazyk L je definovan L < X* (pro jednoduchost budeme mluvit o

Jazyce).
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Specifické piipady:
e Je-li L prazdna mnozina (L = &), je to prazdny jazyk.
e Je-li L kone¢na podmnozina, je to kone¢ny jazyk.
e Je-li L je nekone¢nd podmnozina, je to nekonecny jazyk.

Jazyk je tedy vybérem slov v ur¢ité abeced¢ ze vSech moznych kombinaci
symboll. Mize samoziejm¢e obsahovat vSechna slova, Zzadné nebo nékteré. Je
jasné, ze jazyk mtze byt riizné slozity (jak jsme to jiz probirali).

Reseny piiklad 3:
1.1.1.1.1.2 Necht abeceda je

r= { +1-5071527"-’9 }
Pak mnozina celych ¢isel je jazykem nad Z.

Uvedena definice formalniho jazyka je pro praktické pouziti pfili§ obecna.
Pouze definuje, co jazyk je, ale neposkytuje zadné prosttedky pro popis
struktury jazyka nebo zjisténi, zda urcity fetézec do jazyka patfi.

Pojmy, které¢ jsme si praveé zavedli, vas budou provazet celym studiem. Pokuste
se je nyni znovu projit a zkuste si pro kazdy z nich predstavit konkrétni piiklad,
podobné jako jste je vidéli v pfedchozich ulohach. Uvidite, Ze pokud si hned od
zacatku studia budete za kazdym matematizovanym pojmem piedstavovat
konkrétni pfiklady ze Zivota, bude pro Vas mnohem jednodussi pracovat s nimi
ve slozitéjSich kapitolach.

1.2 Koneény automat

Mluvime-li o jazyce jako mnoZiné slov a gramatice jako o souboru pravidel,
kterda umoznuji generovat slova zjazyka, pak automat je prostfedkem, jak
zjistit, ktera slova do jazyka patii a ktera ne.

Pokuste se predstavit si nasledujici stroj - automat. Ma pasku, na kterou miizete
zapisovat po symbolech slova, kterd chcete rozpoznat, zda patii do jazyka nebo
ne. Dale ma fidici jednotku se stavy, které si mizete predstavit jako zarovky,
které se rozsviti, pokud je automat pravé v tom konkrétnim stavu. Z pasky umi
automat Cist pouze po jednotlivych symbolech a nemize se vracet zpét na jiz
prectené symboly. Je dilezité, abyste si uvédomili, ze automat si nemuiize nic
pamatovat. Vzdy vidi jen jeden symbol ze zkoumaného slova. Dale automat vi,
jak reagovat na situaci pokud je v n¢jakém stavu a na pasce vidi urcity symbol.
Vzdy je pak vysledkem takové akce prechod do néjakého stavu (muze jit 1 o
stejny stav). Nakonec ma automat k dispozici informaci, ve kterém stavu ma
zacit a ktery stav je koncovy (nebo vice stavil) a pokud se dostane do takového
stavu, pak je slovo z jazyka.

Podivejme se na piiklad:

M
AN

¥}
«c;')\\

Konecny
automat



Kone¢ny automat

010101...... Paska se zkoumanym slovem

Ridici jednotka ma kruhové symboly (stavy),
které se béhem prace automatu mohou stavat
aktivni (pfi zacatku Cteni slova je aktivni stav
do kterého vstupuje Sipka), koncovy stav je
stav, ze kterého Sipka vystupuje.

Sipky mezi stavy uréuji, jaky stav se stane
aktivni misto stavajiciho pii precteni
symbolu, ktery je u Sipky, z pasky. (nazyvaji
se prechody mezi stavy)

A nyni si zndzornéme automat v ¢innosti. Postupné nacteme slovo 0101 a vzdy
zvyraznime ten stav, ktery je pravé aktivni. Ve cteném slové pak bude
zvyraznén ten symbol, ktery bude prave precten.

Pocatecni situace — automat zacina svij
vypocet a je pravé ve stavu qo a chysta
se piecist ze slova 0101 prvni symbol.

Automat precetl prvni symbol 0 ze slova 0101 a podle definovaného ptechodu
se stal aktivni stav q;

10



Konecny automat

Po piecteni symbolu 1 ze slova se
automat dostal opét do stavu qg. Ve
slové nyni nasleduje dalsi symbol 0 -
0101

Automat je opét ve stavu q; a zbyva

piedist posledni symbol slova 0101

V posledni fézi vypoctu jiz neni
symbol, ktery by se dal zpasky
precist. Proto zbyva zjistit, zda se
automat dostal do stavu, ktery je
koncovy — ma vystupni Sipku. Je
tomu tak, proto fikame, Ze automat
slovo 0101 rozpoznal — pfijal.

Jak vidite, princip tohoto typu automatu neni nijak sloZity. Doufam, Ze jste
pochopili, jak se z pocate¢niho (vstupniho) stavu postupné dostava do jinych
pomoci ¢teni jednotlivych symboll na pasce. Uvédomte si, Ze automat precte
celé slovo a pak je otdzka, zda skoncil ve stavu koncovém nebo ne. Pokud ano,
slovo patii do jazyka, ktery automat umi rozpoznavat. Tedy miZeme hovofit o
slovech, které automat rozpoznava (patii do jazyka rozpoznatelného timto
automatem) a které ne. Zkusme spolu uvazovat o jaky jazyk vtomto
konkrétnim ptipadé jde.

Pokud se blize na automat podivate, pak uvidite, ze pokud dostava na pasku
slova, kterd obsahuji pfesné za sebou sled symboli 01, pak se pohybuje mezi
stavy Qo a 1. Pokud by vSak dostal po symbolu 0 dalS$i symbol nula, pak
skonCil ve stavu qp, ze kterého by se uz pak nemohl dostat jinam, protoze
piechod na 0 1 1 ze stavu q» vede opét do . Stejna situace nastane, pokud se
po symbolu 1 bude ¢ist dalsi symbol 1. Stav q, je Vv podstaté jakasi ,,Cerna
dira®, ktera se stara o situace, které nastanou ve slovech, ktera nechceme
pfijmout. Takze tento automat pfijimd slova, kterd jsou libovolné¢ krat
zietézenym slovem 01. A vSimnéte si, Ze rozpozna 1 slovo, které neobsahuje
nic (tedy prazdné slovo), nebot’ pocatecni stav qg je zaroven koncovym.
Zapisme tedy jazyk, ktery automat rozpoznava do matematického zéapisu.

11
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L ={(01)", n>0} (jinak feceno, automat rozpoznava ta slova, ktera obsahuji
posloupnosti 01 v libovolném mnozstvi za sebou)

Uvédomme si, ze automat také nemusi v urCitém kroku mit definovano, do
jakého stavu jit, nebo mize mit vice moznosti. Pak hovofime o
nedeterministickém automatu. S pojmem nedeterministicky se budeme setkavat
1 u dalSich typl automat. Nedeterministicky by se dalo volné ptelozit jako
takovy, ktery nemtize v urcitém okamziku jednoznacné urcit, co d¢€lat.

1.3 Koneény automat (deterministicky) - KA

Definice 7:  (Deterministickym) koneénym automatem (DKA) nazyvame
kazdou pétici A =(Q,X,8, qo, F), kde

- Q je konefna neprazdna mnoZzina (mnoZina stavii, stavovy prostor )

- X Kkonecna neprazdna mnoZina (mnoZina vstupnich symbolii, vstupni
abeceda )

- & je zobrazeni Q xX — Q (pfechodova funkce )

- Qo € Q (pocdtecni stav, inicidlni stav )

-  F < Q (mnoZina koncovych stavii, cilova mnoZina ).

Definice 8: Prechodovou funkci 3:QxX — Q kone¢ného automatu A
=(Q,Z,8, qo, F) rozsifime na zobecnénou pi‘echodovou funkci 5:Q0xT >
Q nasledovné: §(q,e)=q, Vq € Q a & (q,wa)=5(8"(q,w),a), Vq € Q, w €
Y, ael

Pozn. Zobecnéna piechodova funkce neni opét nic slozitého — jde o rozsiteni,
které umoznuje zkoumat, kam se dostaneme z urcitého stavu na slovo (tedy
n¢kolik symboli misto jednoho). Definici si lépe prectete, pokud si
vzpomenete na funkci faktorial. Ziejmé jste v programovani konstruovali
algoritmus této funkce pomoci rekurze. Vite, ze faktorial(n) = n * faktorial(n-1)
a faktorial(0) = 1. Pfesn¢ toto tik4 definice pro tuto zobecnénou funkci. Tedy,
ze problém ptechodu na slovo lze rozlozit na problém ptechodu na posledni
symbol slova (coZ umime podle obycejné ptechodové funkce) a pak jen staci
zbytek slova fesit stejnym postupem, az dojdeme na prazdné slovo. Prazdné
slovo odkudkoliv nemtize zpusobit nic jiného, nez Zze se zlstane ve stejném
stavu.
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Jazykem _rozpozndvanym konednym automatem A, pak nazveme mnoZinu Jazyky

LAl € 35 (G0 < F ). e

Rekneme, Ze jazyk L (nad abecedou X) je rozpoznatelny koneénym
automatem , jestliZe existuje kone¢ny automat A takovy, ze L(A)=L.

Kone¢né automaty reprezentuji vySe uvedené mnoziny a zobrazeni. Kromé

piechodové funkce by mélo byt pro Vas pomérné jednoduché pochopit, co jsou
jednotlivé mnoziny. Pfechodova funkce urcuje, do jakého stavu se prechazi na
dany symbol a aktudlni stav. Proto ma strukturu danou kartézskym soucinem
Vv definici (osv€Zzte si pojem kartézského soucinu z teorie mnozin).

RozliSujte prosim, co je jazyk rozpoznavany a rozpoznatelny!

Rozpoznavany je jazyk konkrétnim automatem — jde o slova, kterd ho dostanou
do koncového stavu. Tedy naptiklad u naSeho automatu na kévu jde o vSechny
posloupnosti, jak lze do n¢j vhodit mince o celkové hodnoté 5 K& (napft.
posloupnost 1K¢, 2 K¢, 2 K¢, a dalsi)

Rozpoznatelny je jazyk tehdy, pokud k nému vibec lze sestrojit KA. Rikali
jsme, ze jazyky jsou razn¢ slozité. Napt. pro jazyk Pascal byste nedokazali
sestrojit takovy automat (jenz by skoncil v koncovém stavu pro programy
spravné napsané), protoze na to je jazyk piiliS slozity. Jak uvidime
v pokrocilych kapitolach, je kone¢ny automat piili§ ,,slaba“ formalizace na
takovy jazyk jako je Pascal.

Reprezentace

Moznosti reprezentace kone¢ného automatu (zptisobu zapisu): automatu

zapis vyctu jednotlivych prvkil pétice kone¢ného automatu
tabulka

- stavovy diagram

- stavovy strom

ReSeny priklad 4:

M¢jme konecny automat A=(Q,Z,5, qo, F)
Q:{q0|q11q21q3}| x= {011}

3(00,0)=0o, 5(0o,1)=02

S(qlao)qu’ 8((]1,1):(]3

8(q2a0)=q1’ 8((]2,1):(]3

8(03,0)=q1, 8(ds,1)=0s3

F={q1,02}

N

N4
K
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Tabulka Reprezentace KA A tabulkou:
N o i
— 1do Jo |02
< |01 J1 |03
< |02 01 |03
d3 Ji1 |03
Stavovy , .
diagram Reprezentace KA A stavovym diagramem:

N, /\/

O O
qo q1
) 0
1 1
V 1 " 1
2 g R—
/ q2 g3
Stavovy strom Reprezentace KA A stavovym stromem:
qo
O
(/ \1
O g2
0 1
o 43
g1 q:;

14
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1.4 Koneény automat (nedeterministicky)

Definice 9:  Nedeterministickym koneénym__automatem (NKA) budeme @
nazyvat pétici A =(Q,Z,9, I, F) , kde

- QaZX jsou po radé neprazdné mnoZiny stavi a vstupnich symboli,

- 0:QxX > P(Q) je prechodova funkce (P(Q) je mnoZina vSech Nedeterministicky
podmnoZin mnoZiny Q). automat

- | < Q je mnoZina pocatecnich stavii a F ¢ Q je mnoZina koncovych
stavi.

Poznamka: O dosavadnim konecném automatu budeme hovoiit jako o

deterministickém. VSimnéte si dvou zakladnich rozdila:

- NKA uz nemusi zacinat jen v jednom pocatecnim stavu, ale miize jich mit
nékolik (muze si ,,vybrat™ kde zacit)

- prechodovéd funkce je zobrazenim do potenéni mnoziny, tedy mnoZiny
vSech podmnozin; ze stavu se na symbol muze jit nejen do jednoho stavu,
ale do libovolného poctu (podmnoziny) nebo i nikam (do prazdné
podmnoziny)

ReSeny priklad 5:
Piiklad nedeterministického kone¢ného automatu:

a,b a,b

N
AN

> O

3%

(o]

1

Y

N ©

a,b

Q\Z a b
-1 1,2 1
2 3 —
< 3 3 3
-4 4 4,5
5 6 —
6 - 7
«— |7 = -
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Neformalné: NKA piijimé slovo w praveé tehdy, kdyzZ existuje cesta z néjakého
Z pocatecnich stavii do néjakého koncového stavu, jejiz ohodnoceni je rovno w.
V tom je potiz nedeterminismu — vy jako informatici, pro které je zakladnim
myslenkovym principem feseni problému algoritmus, budete mit s pochopenim
této veéty problém. Nedeterminismus totiz vyzaduje pouze, aby feSeni
existovalo. Cest, pfes které se NKA mize dostavat z pocate¢niho stavu do
koncového mtize byt mnoho. Je to jako pro Vas opét zndmou hru Sachy. Vite,
Ze v ni je obrovské mnozstvi variant, jak hra maze probihat. V kazdém kroku
mate nckolik moznosti, kterou figurkou a kam tahnout. Pfesto nevite, zda
zrovna tato Vase volba Vam nakonec zajisti vitézstvi. U automatu jde o néco
podobného. ,,Nezajima* nas, jak si tuto hru automat rozehraje, ale pokud Sance
na vitézstvi existuje (slovo bude rozpoznano), pak ndm to staci na tvrzeni, ze
vyhrat lze.

Definice 10: Pro NKA A =(Q,X0, I, F) definujeme zobecnénou
pirechodovou funkci 8*:P(Q)><E* — P(Q) nasledujici rekurzivni definici:

1.8 (K,e)=K VK e P(Q) (tedy K = Q)

2.8 (K,wa)=Uq e 5 xwd(0,a) VK € P(Q),w e X", a € Z.

Slovo w e X je pFijimdno NKA A, jestlize § (1, W)NF = &.

Pozn. Definice této funkce je vtomto piipad¢ slozit&jsi. Uvédomte si, ze
vysledkem klasické prechodové funkce je mnozina stavi, nikoliv jen jeden
stav. Proto se musi prochazet vSechny a je nutna operace sjednoceni vysledkd.

Jazyk L(A) rozpozndvany NKA A je mnoZina vSech slov pfijimanych
automatem A. (L(A)={w e £ |8 (I,Lw) " F= &})

Jazyk L je rozpoznatelny NKA, pravé kdyz existuje NKA A takovy, Ze
L(A)=L.

Poznamka: Slovo w=a; a... a, (& € X) je tedy pfijimano NKA A pravé tehdy,
kdyz existuje posloupnost q; (... Qn+1 Stav z Q takova, ze q1 € I, On+1 € F, @
pro vSechna i € { 1,2,...n} je Qisx1 € 8(0i,&). Specialné e € L(A) prave, kdyz
INF = J.

Jazyk rozpoznavany kone¢nym automatem

Definice 11: Vstupni  slovo  w=x;X;...xpn€X' je  rozpoznavino
nedeterministickym nebo deterministickym koneénym automatem A,
jestliZe existuje posloupnost stavi qo,di1,Ji2--.,qim takova, Ze:

ik € 8(Qik-1,Xk)

v pripadé nedeterministického automatu nebo

ik = 8(Cik-1,Xk)

v pripadé deterministického automatu a q;n€F (stav, ve kterém automat

skon il ¢innost, je koncovy stav).

MnoZina viech slov w €X’, jeZ jsou rozpozndvana (piijata) automatem A,
tvori jazyk rozpoznavany automatem A. Oznacujeme ho L(A).
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Jazyk rozpoznatelny kone¢nym automatem

Definice 12: Rekneme, Ze jazyk L (nad abecedou ) je rozpoznatelny

konecnym_automatem, jestlize existuje konefny automat A takovy, Ze
L(A)=L.

ReSeny priklad 6:

L={w e {a,b} |w kon&i ba nebo bab}
je jazyk rozpoznatelny kone¢nym automatem (3Ay; L(A1)=L):
Automat A;:

a
a
a b
b a b
» O » O » O » O

% 7 ,/'12 / q3

V matematickych definicich se nyni pokusime udé¢lat jasno. Vidite, ze konecny
automat, ktery jsme poznali v jeho intuitivni podob¢, je ve formalizované
podobé matematickou strukturou — pétici, kterd ovSem reprezentuje popsané
slozky automatu, ktery jsme si pfedstavovali jako konkrétni stroj, ktery byste si
tteba sami mohli sestavit doma v diln€. Ta pétice obsahuje stavy (zarovky),
abecedu symbolll (pismena na vstupni pasce), pocatecni stav (tedy oznaceni
toho, od kterého se zacind vypocet stroje, mnoZinu koncovych stavl (tedy
takovych, ve kterych pokud automat skon¢i, pak c¢tené slovo je pfijato).
Nejdulezitéjsi je prechodova funkce, kterd ma jako argument aktudlni stav a
Cetny symbol a k nému zobrazeni dava novy stav (resp. celou mnozinu stavii u
nedeterministického automatu). Kartézsky soucin tedy udava co se zobrazuje
na co (stavy a symboly na stavy).

V dalsi kapitole se budeme rozdilu mezi nedeterministickym a
deterministickym automatem zabyvat detailné. Pokuste se do dalsi lekce
promyslet, jak by vypadala a chovala se sada ,Zarovek™ (stavil) u
nedeterministického automatu. Tedy naptiklad, co by se stalo, kdyby bylo
mozné se ze stavu qp do (; a ¢z zaroven (viz nasledujici obrazek popisujici
prechody automatu).

A 4

01

O
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A4

celého semestru s kurzem Regularni a bezkontextové jazyky. Podafilo se vam
uspesné pochopit pojem konecného automatu — jeho ,,zarovkové™ verze 1 jeho
matematické formalizace. Mozna se ted’ ptate: ,,Potfebujeme vibec tu
matematickou verzi?“. Odpovidam, ze rozhodn¢ ano! Pokud budete chtit
S automaty pracovat, prevadét je, upravovat, je vzdy nutné mit piesnou
matematickou formulaci. Pfesto se snazte i1 za témito formulacemi vidét
konkrétni ptiklady. Vzpomerite si na znamou ulohu z matematiky, kdy mate
dva proti sobé¢ jedouci vlaky, riznymi rychlostmi a vy mate urcit, kde nebo kdy
se stietnou. Jisté vite, jak jednoduché je tento problém vyftesSit, pokud jej
formulujete ve formé rovnic a feSite nauéenym zpisobem tyto rovnice jako
manipulaci se symboly. Pfesné to je i pfipad této formalizace. Jde o to, abyste
problémy z ,redlného Zivota® uméli vyfeSit dokazatelnymi a presné
formulovanymi (algoritmickymi postupy). Zamyslete se nad tim a pochopite,
ze formalizace neni tak samoucelnd, jak se mize na prvni pohled zdat.

V predchozi podkapitole jsme se seznamili s koneCnym automatem a jeho
deterministickou a nedeterministickou verzi. Vid¢€li jsme, Ze rozdil mezi nimi
spociva predevS§im v moznosti prechazet z jednoho stavu do vice stavi (nebo
zadného) na symbol u NKA. Kazdy NKA lIze ale pomoci postupu, ktery se
naucdite, prevést na deterministicky. Pokud jste se zamysleli nad ukolem na
konci kapitoly, dospéli jste ziejmé k poznani, Ze ,,zarovky* (jak jsme velmi
zjednodusené pojmenovali stavy) budou v piipad¢ automatu z ptikladu svitit
soucasné. Co z toho ale vyplyva? Asi Vas také napadne, Ze bychom mohli
nahradit nékolik sviticich Zarovek jednou, ktera by svitila za urcitou
rozsvicenou c¢ast zarovek — tim bychom mohli odstranit vSechny moZzné
kombinace rozsvicenych zarovek v pivodnim NKA a ziskat tim automat, ktery
uz nebude obsahovat vice sviticich zZarovek najednou. Prosté pokud mame jako
v piiklad¢ aktivni stavy qi i Q2 , pak je nahradime v novém automatu stavem
{01,902}, ktery bude tuto situaci reprezentovat a pfitom bude novym jednim
stavem — tedy je to jakysi makrostav, ktery muze obsahovat vice moznych
aktivnich stavll z vychoziho NKA.

1.5 Konstrukce automatti pro zadané jazyky

Zéakladnim ukolem je pro Vas sestrojeni automatu, ktery rozpozndva jisty
jazyk. Samoziejm¢ jsou i jazyky, pro které to nelze provést, ale nyni se
soustifed'me na jednoduché jazyky. Uvidite, ze mnohdy je mnohem jednodussi
sestrojit NKA pro zadany jazyk nez DKA. U DKA totiz musite do vSech
detailti promyslet, na jaky stav se ma pfejit na vSechny symboly. Zatimco u
nedeterministického automatu se muzete soustiedit jen na to ,,co ma délat™ a
nemusite promyslet, co se ma stat, kdyz automat ,,déla néco, co délat nema*.
Podivejme se na piiklad, ktery to vysvétli:
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N
2R

Reseny piiklad 7:
Mé&jme jazyk L={w e {ab}|w kondi symbolem a}. Navrhndte konecny
automat, ktery rozpoznava jazyk L.

Vyhody NKA

Pokusme se nejprve navrhnout deterministicky automat:

Qo e >l Q1

A nyni nedeterministicky automat:

a -
D (-

a,b
Vidite, Ze nedeterministicky automat je mnohem jednodussi. Ve stavu qp nacita
libovolny symbol a na konci slova ,,uhodne®, Ze ma piejit do qs, jen pokud je
posledni symbol ,a‘. Vtom spocivd sila nedeterminismu, 1 kdyz
z algoritmického hlediska je tato situace nepfipustnd. NaucCime se vSak
prevadét jakykoliv nedeterministicky automat na deterministicky a diky tomu

budete schopni navrhovat automaty 1 pro velmi slozZité problémy.

vvvvvv

cykli symbol ,b‘, nebot’ slovo ma koncit na ,a‘. Pokud je nalezen symbol ,a‘,
ptejde se do koncového stavu q;. JenZe co kdyzZ jesté nejde o posledni symbol?
Pak je tfeba se vratit bud’ se vratit do qo, pokud pfiSel symbol ,b‘ nebo setrvat
v koncovém stavu, pfisel-li symbol ,a‘.

V této kapitole se pokusime rozebrat nc¢které vybrané ulohy, se kterymi se
muzete potkat pii konstrukci automatu. Budeme je navrhovat jak
deterministicky, tak nedeterministicky. V pfisti podkapitole si ukazeme, jak se
da kazdy NKA na DKA pievést. KdyZ na cvieni pracujeme se studenty
prezen¢niho studia na téchto piikladech, stava se, Ze néktefi studenti jdou
»cestou nejmensiho odporu“ a navrhnou si nejprve NKA, ktery pak timto
postupem pievedou. Ne&kteti naopak nad problémem dlouho uvazuji a
navrhnou rovnou DKA (coz je téz8i). Nékteti to zkouSeji a nejde-li jim to,
vydaji se jednodussi cestou. Nemohu Vam dat ptresny recept, ktery zptisob
pouzivat. Zalezi to na Vasem zplisobu mysleni, trpélivosti — je to spiSe
psychologické otazka. Mohu Vam fict, Ze ja sdm vétSinou jednoduché piiklady

vvvvvv

navrhnou jednoduSeji NKA a ten si prevést. Opravdu zalezi na konkrétnim
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pfipad€. Na druhou stranu pokud se pokousim pfimo navrhnout DKA, je to
velmi dobré mentélni cviceni — rozviji schopnost prozkoumat mozné situace,
do kterych se dostane automat a oSetiovat je.

Reseny piiklad 8:

Resme problém, jak sestrojit automat, ktery rozpoznava jazyk z abecedy {0,1},
pfiCemz slova z jazyka obsahuji pocet symbolt 1, ktery je délitelny 3 nebo O.
Tedy L = {¢, 0, 00, 000, ....,, 010101, 111, 0111,001101, 111111 atd.....}
Takovy automat by mél vyjit z pocateCniho stavu, ktery by mél byt zaroven
vystupni (slovo nemusi obsahovat zadny symbol), také nés vSak nezajima kolik
je ve slové symboll 0, takze v tomto stavu na symbol 0 mizeme ziistavat.
Pokud pfijde symbol 1, pak takové slovo uz neobsahuje pocet délitelny 3. Proto
musime piejit do stavu jiného (nekoncového). To samé plati, i pokud se
vyskytne dalsi 1. Ptijde-li vSak tfeti symbol 1, pak je toto slovo opét z jazyka a
automat by m¢l pfejit do stavu koncového. Jelikoz je vSak zbytecné toto fesit
novym stavem (je to stejnd situace jako na zacatku), vratime se do pocate¢niho
stavu a cely pribéh se mlze opakovat do nekonecna. Béhem celé ¢innosti
(vypoctu) automatu ,ignorujeme* symboly 0, protoze jejich pocet je
nedilezity. Ignorovanim se mysli, Ze se na n¢j neméni stav. A nyni jak se tato
uvaha prakticky realizuje:

1.6 Algoritmus prevodu NKA na DKA

Abychom mohli provadét pievody automatd, které vytvoiime jako
nedeterministické, mame k dispozici ptesny postup, jak kterykoliv NKA
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pievést na DKA. Spociva presné na principu, ktery jsme jiz zminovali. Tedy
vytvafime z pivodniho automatu podmnoziny stavi, do kterych se lze dostat
na ur€ity symbol. To znamena, Ze mame-li automat, ktery se dostane z qo, jak
do qo 1 Qi, pak vytvofime na tento symbol podmnozinu {qo, Qi}. Takto
konstruujeme vlastné strom, jenZ ndm pak reprezentuje novy automat, ktery je
jiz deterministicky. Pozor! Tento stromovy algoritmus budeme pouzivat
S mirnymi obmeénami 1 u dalSich pfevodi, jako je sjednoceni ¢i pranik
automatd. Vénujte mu proto velkou pozornost.

Algoritmus (stromovy):

Na tento pfevod lze pouzit podmnozinovou stromovou konstrukci. Mame
nedeterministicky automat A;=(Q1,%,8;,1,F1). Chceme sestrojit deterministicky
automat Ax=(Q,,%,8,,00,F2), ktery bude pro kazdou dvojici stav-symbol
obsahovat prave jeden prechod narozdil od A;.

Proces prevodu:

1. Vytvofime mnozinu, ktera bude kofenem stromu a bude obsahovat
vSechny stavy z I (vSechny pocate¢ni stavy automatu A;).

2. Sestrojime vétev s oznaCeni symbolu a uzel A;, pro kazdy symbol
abecedy (tedy uzld a vétvi bude tolik, kolik je symbolii abecedy).
Obsah kazdého uzlu vytvoiime tak, Zze vezmeme vSechny stavy
z nadfazeného uzlu a zjistime, kam mohou na dany symbol abecedy
prechazet. Vysledny uzel tedy bude opét podmnozina vznikla
sjednocenim vSech téchto ptechodi.

3. Postup z bodu 2. aplikujeme na vSechny nové vzniklé uzly, které bude
povazovat za nadfazeny uzel (podobné jako ten z bodu 1.) a vznikat tak
bude vzdy novy podstrom celého stromu, ktery vychazi z kotene.
Vyjimkou jsou podmnoZiny, které se jiz n€kde ve stromé vyskytuji. Na
tyto jiz se vyskytujici podmnoziny se nebude znova aplikovat bod 2.,
ale tyto se stanou koncovymi uzly (listy stromu).

Pozn.: Pozor! Podmnozina je jednozna¢né urcena pouze svymi prvky,
nikoliv jejich pofadim. napf. {qi1,03,05} a {03,01,0s} jsou stejné
mnoziny!

4. Cely postup vytvareni stromu je konecny, protoZze mnoZzina ma kone¢né
mnoho prvki (automat je konecny!) a tedy 1 mnoZzina vSech podmnoZin
je konecna. Vytvareni uzld podle bodu 2. skon¢i, kdyz jiz nevznikne
Zadna nova podmnoZina.

5. Po vytvoreni stromu ozna¢ime kazdou podmnoZzinu symboly q;,...,qk:,
které¢ budou stavy automatu A;. Oznaceni musi byt jednoznacné (tedy
kazda unikatni podmnoZina ma rizné oznaceni nez vSechny ostatni).
PocateCnim stavem A, bude podmnozina, kterd je kofenem stromu.
Koncovymi stavy Az budou ty podmnoziny, které obsahuji ncktery
Z koncovych stavii automatu A;.

6. Sestavime piechodovou funkci, takze ve stromu zjistime vSechny
mozné dvojice — nadfazena podmnoZina q;:, vétev se symbolem a, k ni
ptisluSi podfizend podmnozina na dolnim konci vétve gj. Z téchto
udajl sestrojime 8,(q};,a) = 0.
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Pozn.: Pokud pfi tvorbé uzlu podle bodu 2. nenajdeme zadny piechod na
zadny ze stavll v nadifazené podmnozing, pak vznika prazdna mnozina.
Tato prazdna mnozina je stavem, ktery oSetiuje chybovou situaci
V automatu (,,zaseknuti nedeterministického automatu). Z prazdné
mnoziny se logicky pfechazi na vSechny symboly abecedy opét do prazdné
mnoziny, kterd nemuize byt vystupni.

ReSeny priklad 9:

Mgéjme NKA Ay, ktery rozpoznava jazyk L = {(01)" , n > 0}.

Al = ({ql!qZ}! {011}’ 8’ o, {qO})! kde

8(do, 0) = 01, 8(q1, 1) = do

Stavovy diagram NKA vypada takto (nemé urc¢eno kam jit na vSechny symboly
a tudiz neni deterministicky):

—®

Provedeme ptevod dle stromového algoritmu:

H{QO}\
0 17
{a1} {}
{1 {90}

Oznac¢ime mnoziny takto: {qo} =ro, {Q1} =11, { } =r12.
Pak qo = ro, F2 = {ro},
82: (ro, 0) =1y, (ro, 1) =1z, (r1, 0) =12, (r1, 1) = 1o, (12, 0) =12, (r2, 1) =1

Vysledny deterministicky automat zapsany stavovym diagramem:

ReSeny priklad 10:
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vvvvvv

nedeterministicky automat pro jazyk z abecedy {a,b}, ktery obsahuje slova
s vyskytem podslova aa nebo slova, ktera kon¢i na bab. Pro jednoduchost
navrhu mizeme automat zapsat jakoby do dvou podautomatti, kde kazdy z nich
rozpoznava slova s aa a slova koncici na bab. Nas celkovy automat potom ma
dva vstupni stavy — 1 a 4 a muze si nedeterministicky ,,vybrat™ — | uhddnout®,
kterym podautomatem se ma vydat. Tento NKA je na nasledujicim obrazku.

Aa,b Aa,b
a a

2 2 3\

[\a,b
b a b

(#] o]
4 5 6 L8

Nyni spomoci stromového algoritmu pfevodu na DKA vytvofime
deterministickou verzi.

Postupnym prochazenim podmnozin jsme vytvofili strom DKA. Nyni miizeme
tento strom piepsat do libovolné reprezentace KA, napt. do tabulky:

{1,2,3,4) {1,4,5} {1,2,4,6} {1,4,5)}

d/ \\b d\ b
{1,2,3,4}{1,3.4,5 {1,2,3,4} ({1,4,5,7)

/ Jb =T
{1,2,3,4,6} {1,3,4,5 {1,2,4,6} {1,4,5)
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Oznacime podmnoZziny nasledovné:
A={1,4}B={1,2,4},C={1,4,5},D={1,2,3,4} E={1,2,4,6} F={1,3,4,5},
G={1,4,5,7},H={1,2,3,4,6},1={1,3,4,5,7}

Vystupni stavy jsou ty, které¢ obsahuji alespon jeden vystupni stav z piivodniho
NKA: D,F,G,H,I

Q\Z a b
- A B C
B D C
C E C
« D D F
E D G
«— |F H F
«— |G E C
<« H D |
<« |l H F

Ukol k textu: Piepiste tento DKA do formy stavového diagramu a proved'te
vypocet podle pfechodové funkce pro slova — baaaa, abba, baba, abab a
zkontrolujte — zdivodnéte, ze automat opravdu rozpoznava stejny jazyk jako
NKA.

1.7 Vztah jazykd rozpoznatelnych NKA a DKA

V ptedchozi kapitole jsme poznali, Ze kazdy nedeterministicky automat lze
pfevést pomoci stromového algoritmu na deterministicky. Nicméné, kde
bereme tu jistotu, Ze timto algoritmem vzdy dostaneme automat, ktery bude
rozpoznavat stejny jazyk? Jist¢ intuitivné tuSime, Ze pievod pouze odhali
kombinace stavil (podmnoziny stavil), do kterych se lze dostat v urcité situaci a
pak prosté tyto mnoZiny budeme vydavat za stavy nového automatu. Pokud
tedy existovala cesta pro rozpoznani slova v ptivodnim automatu, pak bude
existovat i v sestrojeném (bude vést pies ty podmnoziny, které obsahuji stavy
pres néz se $lo v plivodnim automatu). To je vSak pouze tvrzeni, které neni
dikazem. Chceme-li mit jistotu bude nutné toto dokazat.

Zamysleme se vSak, co to znamena pro jazyky rozpoznatelné¢ NKA a DKA. Je-
li automat rozpoznatelny NKA, pak pro néj existuje automat. Jelikoz jej ale
dokazeme pievést na DKA, pak bude rozpoznatelny 1 DKA. Kazdy DKA je
vlastné specidlni pifipad NKA (neporusuje jeho definici). To znamena, Ze stejna
mnoZina (tfida) jazykl by méla byt rozpoznatelna, jak DKA, tak NKA. Vidime
tedy, ze vztah té€chto jazykl je rovnost jejich tiid.

Formulujeme tuto prvni vlastnost, kterou jsme v ramci studia vyslovili do
matematické véty (teorému), jako ekvivalenci dvou vlastnosti, kterou pak
dokaZeme.
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Konstruktivni dikaz, ktery zde uvidite Vas bude provazet celym studiem. Jako
informatici doufdim ocenite, ze nemusite jako matematici vymyslet ruzné
»triky®, jak dokazat jistou vlastnost, ale muzete vyjit z konstrukce pomoci
algoritmu, kterou jiz znate z ptikladl. VaSim ukolem je pak pochopit
zobecnéni konstrukce a jeji vlastnosti. V tomto konkrétnim ptipadé nam jde o
tu vlastnost, zda sestrojeny DKA rozpoznava stejny jazyk jako vychozi NKA.
Pokusim se Vam tento ditkaz maximaln¢ okomentovat, jelikoz jde o Vas prvni
dikaz. Mozna se ptate, pro¢ se diikkazy vibec ucit, kdyz je jiz n€kdo udélal a
mame tedy potvrzeno, Ze tvrzeni plati. Divétujte mi, ze pravé dikaz Vam
umozni diky své obtiznosti v porovnani s pouhou konstrukci 1épe pochopit
podstatu problému. Ostatni dikazy jiz budu komentovat mnohem méné.
Jednak abyste byli nuceni nad nimi opravdu pifemyslet a nikoliv se nechat jen
vést mym vykladem a jednak by vzhledem k velkému mnozstvi vlastnosti,
které probereme byl rozsah této opory netnosny. Snazte se tento prvni dikaz
beze zbytku pochopit a bude se Vam u vétSiny dalSich ditkazii velmi lehce
chapat jejich postup.

Véta 1: Pro libovolny jazyk L jsou nasledujici dvé podminky
ekvivalentni:

1. L je rozpoznatelny (deterministickym) kone¢nym automatem.
2. L je rozpoznatelny nedeterministickym koneénym automatem.

Diikaz:
a. 1.=2. trivialni, nebot’ DKA je specidlnim pfipadem NKA.
b. 2.=1.

dukaz konstrukci DKA:

Necht' L=L(A) pro

NKA A =(Q,%,5, I, F) - vychozi automat (NKA)

definujme kone¢ny automat DKA B =(Q',X,8’,qo,F’) nasledovné:

Q'=P(Q); - stavy jsou vsechny mozné kombinace stavii vychoziho automatu

&' Q'xX —»Q', tedy 8":P(Q)xX —P(Q), kde

8/(K,2)=Uq e 15(0.2)

VK e P(Q), a € X; - prechodovou funkci konstruujeme presné jako ve
stromovém algoritmu, tedy z podmnoziny se na symbol a jde do mnoziny vsech
moznosti

Qo=I; - pocatecni je ta mnozina, kterda obsahuje vsechny vstupni stavy

F={ K e Q(K € P(Q)IK nF = O}. — vystupni je ten stav, ktery obsahuje
alespon jeden vystupni stav z vychoziho automatu

Dokazeme, ze L(B)=L(A). — ¢imz dokdzeme tvrzeni b.

Pokusime se prozkoumat postupné vsechna slova, ktera mohou v jazyce byt,
musime dokdzat nejen Ze slovo rozpoznané automatem A je rozpoznano i
automatem B, ale i naopak. Jinak by mohlo existovat slovo, které automat A
nerozpoznavd B rozpoznava! Tim padem by jazyky nebyly stejné. Proto musime
dokazat nejen implikaci, ale ekvivalenci.
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Pro prazdné slovo e plati: e e LB) ©@ o e Fe l e Feo Il nF s ¢ €
L(A). — prdzdné slovo je rozpoznano, pokud je vstupni stav zarovern vystupnim,
to ale postupné podle nasi konstrukce znamend, ze je rozpoznano i B a naopak
Ovéiime, ze w € L(B)< w € L(A) pro neprazdné slovo.

1). Necht w=aja,... a5 € L(B) (n > 1, a; € X). Tedy existuji K1,Kj,... Kns1 prvky
Q' tak, Zze K1=qo (=), Kns1 € F' (neboli KpinF = @) a Vi € { 1,2,... n} je
Ki+1=8'(Ki,ai) (=\q < ki0(q,ai)).

Vsimnéme si, ze pro libovolné q € K1 (1 <1 < n) existuje ngjaké q' € K;
takové, ze q € 6(qQ',a). Proto lze vybrat posloupnost qn+1,0n,... g2,01 prvka Q
takovou, ze qi € Kj (pro i=n+1,n,n—1,... 1), také qn+1 € F, také qi+1 € 6(gi,a) a
také q; € 1. To znamena, ze w=a;a,... 8, € L(A), tedy L(B) < L(A). — existuje
tedy posloupnost stavu, kterymi DKA B prochazi, pri rozpoznani néjakého
slova az do koncového stavu. Jenze kazdy takovy automat je mnoZina, ve které
musi existovat posloupnost stavii automatu A, ktera skonci v koncovém stavu B.
Je-li ale koncovy, pak podle nasi konstrukce musel obsahovat koncovy stav z A.

2). Necht w=a;ay... a, € L(A). Existuji stavy qi1,02,... On,qn+1 € Q tak, Ze q1 € 1,
On+1 € Fapro Vi e {1,2,... n} gisa € 8(q;,ai). Definujme posloupnost K,Ko,...
Kn+1 prvkﬁ P(Q) tak, ze Ky=l a Vi e { 1,.2,... n} Ki+1:8'(Ki,ai) (:Uq c Ki6(q,ai)).
Ziejm¢ je qi € K; a indukci 1ze snadno ovéfit, ze qi € K pro i=1,2,... n+1.
Tedy Qn+1 € Kns1, Z toho plyne gns1 € Knr1nF neboli KynF 0 Q.

To znamena Kn+1 € F/, a tudiz w=a;a;... &, € L( B). L(A) < L(B).

Tim jsme dokazali L(A)=L(B).

Projdéte si jednotlivé kroky detailné. Uvédomujte si vzdy v kazdém kroku
dikazu, o co se snazite a teprve pak se podivejte, jak se toho doséhlo. Shriime
dikaz do n¢kolika krokii:

1. Je jasné, Ze musime dokdzat dvé implikace, z niZ prvni
tvrdi, Ze jazyk rozpoznatelny DKA je rozp. i NKA (to je
trivialni — DKA je v podstaté zaroven i NKA)

2. U druhé implikace potiebujeme nejprve nadefinovat
exaktn¢ to, co provadi stromovy algoritmus — tedy
definovat, jak k automatu NKA najdeme DKA.

3. Po nadefinovani potiebujeme dokazat, ze takto
zkonstruovany automat rozpozndva vSechna slova stejné
jako vychozi (a nerozpoznava!)

4. To provedeme tak Zze prozkouméame vSechna slova, ktera
jazyk miize mit — tedy prazdné a neprazdné slovo

5. Pripad s prazdnym slovem je trivialni ptepis definic,
neprazdné slovo je tfeba rozdélit na jednotlivé symboly,
které automat postupné podle piechodové funkce
pfevadéji pfes mezistavy. Tyto mezistavy musi
korespondovat mezi NKA a DKA, jelikoz takto je
automat podmnozinovou konstrukci navrzen.
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Jelikoz jsme dokazali toto tvrzeni, vime jiz nyni, ze neni zddny rozdil mezi
»vypocetni silou NKA a DKA. Jinak fe¢eno to co dokdaze NKA dokaze (sice
konstrukci automatl. NKA se navrhuje ,,pohodIné€ji*; nemusite pii jeho
konstrukci tolik pfemyslet. Mate pak moznost jej na DKA pievést. Prave jste
pochopili malou, ale dualezitou cast pozndni z oblasti TFJA. Muizeme ji
alternativné formulovat jako vlastnost, ze ve tfidé jazyki rozpoznatelnych
kone¢nymi automaty nedé¢li nedeterminismus tuto tfidu na podtiidy. Az se
budeme zabyvat vyssi tfidou — bezkontextovymi jazyky, zjistite, ze pro tuto
tfidu to jiz neplati.

Ptevody automatli z nedeterministického na deterministicky tvar lze rovnéz
realizovat automatizovan¢ s pomoci pocitacovych programt (jde o pomérné
jednoduse implementovatelny postup). Jde nejen o rizné jednoduché programy
vytvofené studenty (napf. GramAut vyvinuty na Ostravské Univerzité [Hr01]),
ale i o profesionalni balicky jako je napiiklad LEX znamy piedevsim
uzivatelim platformy UNIX.

1.8 Ekvivalentni automaty

Na konec této podkapitoly se seznamime s pojmem ekvivalentniho automatu.
Sami asi citite, Ze tento pojem znamend, zZe automaty jsou v jistém smyslu
stejné. Nemusi byt sice pfimo naprosto stejné, ale rozpoznévaji tentyz jazyk.
Kazdy z Vas piti feSeni ptikladl pro sestrojeni automatu pro néjaky jazyk muize
navrhnout jiny automat (né€kdo se tfemi, nékdo s 5 stavy atd...) a ptesto kazdy z
Vas muze navrhnout spravny automat. V automatu se mohou vyskytovat
naptiklad uplné zbytecné stavy, na které se nedd dostat z poCatecniho (jakési
osamocené ostrivky). Tyto stavy jsou nedosazitelné. A takovych stavii mize
byt v automatu libovolny pocet, pfesto automat stale rozpoznéava stejny jazyk!

Definice 13: Dva kone¢né automaty A, B nazveme ekvivalentni, jestliZe @
rozpoznavaji tentyZ jazyk, tedy L(A)=L(B).

o . Ekvivalentni
Definice 14: Stav q kone¢ného automatu A=(Q,X,5,00,F) nazveme automaty

dosaZitelny , jestlize existuje w € ¥ takové, Ze 8*(qo,w):q. Jinak ,.d0sazitelné
nazveme q nedosazitelny . stavy

mnozinu vSech jeho dosazitelnych stavli (systematické prochdzeni grafu
automatu pocinaje pocateCnim stavem). Jelikoz je to opravdu trividlni,
formulujeme jej jako jednoduchy algoritmus a ukazeme si priklad. VSechny
nedosazitelné stavy pak miiZete z automatu odstranit, aniz byste porusili jazyk,
ktery rozpoznava (tim si automat zjednodusite).

Poznamka: Snadno lze sestavit algoritmus, ktery zjistuje pro zadany automat @

Algoritmus nalezeni dosaZitelnych stavii:
1. Oznacte (naptiklad krouzkem) pocatecni stav.
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2. Pro vSechny nové oznacené stavy projdéte jejich sloupce
(u jednotlivého symbolu) a pokud stav, na ktery se ma
jit, jesté neni oznacen, pak jej oznacte.

3. Bod 2. provadéjte tak dlouho, dokud vznikaji nové
oznaceng¢ stavy.

4. Vsechny oznacené stavy jsou dosazitelné.

ReSeny priklad 11:
Zjistéte, které stavy automatu A jsou dosazitelné a které jsou nedosazitelné.
KA A:

o 0 |1
- |AX  BY |cz
AY [BX [cY
Az [BY |cz
BX |AY |Dz
BY |AX [DY
BZ |AY |Dz
« [cx  BY |cz
< [cy Bx [cy
cz [BY |cz
DX |JAY |Dz
DY |AX [DY
Dz |AY |DZ

ReSeni:
Dosazitelné stavy: AX, BY, CZ, DY vSechny ostatni stavy automatu jsou
nedosazitelné (tj. AY, AZ, BX, BZ, CX,CY, DX, DZ).

Véta 2: Necht’ A=(Q,X,5,q0,F) je KA a necht P — Q je mnoZinou
vSech dosazitelnych stava automatu A. Pak B=(P,X,dp,00,FNP), kde &p
je restrikci (parcializaci) prechodové funkce 6 na mnoZinu PxX, je
automat ekvivalentni s A a neobsahuje nedosazitelné stavy.

Diikaz:

Je zfejmé, Ze stavy, kterymi automat projde, neZ se dostane do néjakého
dosazitelného stavu, jsou vSechny dosazitelné. Proto plati, ze

8 (QoW)=8p (Qow) YW e ™. (5)

Mnozina koncovych stavili, do kterych se A muze dostat z pocatecniho stavu, je
zfejm& rovna mnozing FAP. Pro viechna w € X je proto & (qow) €
Fo8, (Qow) € FAP, tzn. L(A)=L(B). Ze vztahu (5) také plyne, ze B
neobsahuje nedosazitelné stavy.
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1.9 Zobecnény nedeterministicky automat

V piedchozi kapitole jsme se naucili vytvafet nedeterministické konecné
automaty a pievadét je na deterministické. Vlastnost nedeterminismu — tedy
schopnost automatu ptechazet z jedné situace do vice riznych situaci, Ize jesté
vice zobecnit. Zavedeme si automat, ktery mize piechazet mezi stavy i bez
¢teni jakéhokoliv symbolu (takovym piechodiim se fika e-pfechody nebo e-
prechody). Takovy automat se bude nazyvat zobecnény. Uvidime, ze
rozpoznavaci sila takového automatu je opé€t stejna a ukazeme si, jak lze i tyto
automaty vzdy prevést na DKA.

Definice 15: Zobecnénym  nedeterministickym koneénym  automatem
(ZNKA) nazveme pétici A=(Q,Z,6,1,F), kde Q,L,LLF jsou po radé
kone¢né mnoziny stavii, vstupnich symboli, pocatecnich a koncovych
stavi a 8 je pfechodova funkce 6:Qx(Z U{ €}) = P(Q).

V definici zobecnéné piechodové funkce vyuzijeme oznaceni E(q) mnoziny
vSech stavli, do kterych lze ze stavu q piejit jen po e-pfechodech, a jeho
zobecnéni E(K) pro mnozinu stavi K.

Definice 16: Méjme ZNKA A=(Q,XZ,5,I,F). MnoZina E(q), kde q € Q, je
nejmensi mnoZinou splitujici q € E(q) a jestlize ' € E(q)aq e 8(q'.e),
pak q" e E().

Pro K c Q definujeme takto: E(K)=Uq < k E(Q).

Pozn. E funkce (mnozina pro dany stav) pfifazuje vlastné¢ kazdému stavu,

mnozinu stavil, na které se lze dostat na € (e). (tedy bez ¢teni jakéhokoliv

symbolu)

Zobecnéna piechodova funkce §:P(Q)xZ" > P(Q) je pak definovana

nasledovné: & (K,e)=E(K) VK c Q a § (K,.wa)=E(Uq < 5 «w3(0,)) VK €

P(Q),w e > ael.

Jazyk rozpozndvany ZNKA A je L(A)={w € Z'|8" (I,w)"F = &}.

M¢jme zobecnény nedeterministicky automat na obrazku.
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O
{
e

a b |b

1 2

Tento automat obsahuje e-ptechody (e) mezi stavy 1,2 a 3. Rozpoznava jazyk
L = {(aa)*(bb)*(cc)*} — tedy jazyk, v jehoz slovech je nejprve sudy pocet a,
pak sudy pocet b a nakonec sudy pocet c. Vidite, ze navrhnout tyto automaty je
opét vyhodné v porovnani s NKA. Jsou mnohem C¢itelngjsi, stejné jako byly
jednodussi automaty nedeterministické v porovnani s DKA. Tento automat lze
transformovat na NKA s pomoci jednoduchého algoritmu (anebo s pomoci
stromového algoritmu pfimo na DKA).

Algoritmus pievodu ZNKA na NKA:

1. Spocteme E funkci dle definice pro v§echny stavy

2. Pro kazdy stav q, q' a symbol a, kde 5(q’,a) = q, vytvotime
novou prechodovou funkci NKA, tak Ze do ni zahrneme 3(q’,a)
= ( a navic pfidame 6(q’,a) = q"' pro kazdy q" € E(q). (jinak
feCeno pokud na urity symbol existuje z n&jakého stavu 1. do
stavu 2. piechod a ze stavu 2. navic lze ptejit e-pfechodem do
stavu 3., pak musime pfechodovou funkci obohatit o ptechod z
1.do 3.

3. Vstupni stavy jsou v NKA vSechny ze ZNKA a navic ty, na
které ze lze dostat e-prechodem.

ReSeny priklad 12:

Pro nés ptiklad by pak automat sestrojeny timto algoritmem vypadal takto:
E-funkce — E(1)={1,2,3}, E(2)={2,3}, E3)={3}, E@)={4}, E()={5},
E(6)={6}
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4 2 6

Vidite, ze v uvedeném piikladu se naptiklad ze stavu 4 jde nejen na 1, ale i na
2, protoze z 1 se lze dostat € pfechodem na 2 atd...

Vidime, ze kazdy ZNKA Ize takto ptevést na NKA. Pokud chceme stejné jako
pro vztah NKA-DKA formulovat i vztah ZNKA-NKA-DKA, pak staci
dokazat, ze timto postupem sestrojeny automat rozpoznava stejny jazyk.

Véta 3: Kazdy jazyk, ktery je rozpoznavan néjakym ZNKA, je také
rozpoznavan jistym (deterministickym) kone¢nym automatem.

Diikaz:

Necht' A=(Q,Z,5,1,F) je ZNKA. Podle véty o vztahu NKA-DKA sta¢i dokazat,
ze L(A)=L(A") pro n&jaky NKA A’. Ukazeme, ze jako A’ lze vzit NKA
A'=(Q,x,8',I',F), kde I'=E(l) a &'(q,a)=E(5(q,a)) Vg € Q,a € X.

Dokazeme: L(A)=L(A").

Pro prazdné slovo e plati:

e € LA)=(8'(1,e)NF % B)=(E()NF # D) =(I'NF = B (e e L(AY))

Pro slovo a;ay... an (n > 1, & € X):

a187... ah € L(A)<=300,91,02,--- Gn,0n+1 € Q tak, Ze qo € I, g1 € E(Qo), On+1 € F @
Vj=1,2,... n Qj+1 € E(8(0;,8)))<=301,02,-.. Un,0n+1; 01 € I', Gnea € Fa Vj=1,2,...n
plati gj+1 € 8'(0;,8j)<> a182... a, € L(A").

(dikaz je obdobou diikazu predchoziho, ktery jsme probrali podrobné)

Ptevod ZNKA piimo na DKA

Pokud chcete prevadét ZNKA piimo na DKA je to také mozné a také i
rychlejsi, nebot’ pifi ném odpadd nutnost vytvaret ze ZNKA nejprve NKA.
Tento prevod lze realizovat stromovym algoritmem, ktery jiz znate z minulé

kapitoly na prevod NKA na DKA. Vyzaduje pouze malou modifikaci.

Algoritmus pirevodu ZNKA na DKA:
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Koneény automat

- pouzijeme algoritmus pfevodu NKA na DKA, pokud pii ném vkladame do
mnoziny (kdykoliv) urcity stav q, pak pfiddme do této mnoziny také
vSechny stavy z E(q), jinak vSe délame dle tohoto algoritmu

(tento postup nam zaruci, ze prechody na & budou zahrnuty do prechodové

funkce u DKA; Pozor! Nezapomeiite, Ze i pri vytvareni korene stromu se musite

tohoto pravidla drzet, tedy do vstupni mnoZiny budou patrit i stavy, na které Ize
Jjit na &)

ReSeny priklad 13:
Pfevedeme pifimo automat na DKA. Mnoziny E(q) mdme urCeny, zbyva
sestrojit strom.

{1,2,3}

PEIAN

{4 {5+ {6}

A0 /NN,

1123}y {} {H} «{23H{H1} {} {3}>

AN SN

ik {5+ {6¢ {3} {} {6

Vidime, Ze nam vznikl automat deterministicky se 7 stavy, ktery je
ekvivalentni se ZNKA. Kofen stromu jsme vytvofili tak, Ze mame-li do néj
vlozit stav 1, pak podle modifikovaného algoritmu, do néj vlozime také stavy 2
a 3, nebot’ patii do E(1). Podobné napftiklad ze stavu {5} se lze dostat na stav 2,
ale z n¢j se lze podle E(2) dostat také na stav 3. PfepiSme strom na stavovy
diagram.

Pokud si zkusite simulovat ¢innost automatu z pocatecniho stavu, zjistite, ze
tento automat rozpoznava piesné ten jazyk, ktery ZNKA.

Kontrolni ukoly:

Ukol 1: M&me slova u=0010=0*1'0", v=11000=1%0%, u,v e {0,1}". uv=2,
Vu=?, uw=?, u’=?, v'=2, v’=2, V| = 2, [u| =2, V*| =2, Ju’| = ?
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Konecny automat

Ukol 2: M&jme abecedu ¥ = {0,1} a jazyky L;={0110,10}, L,={e}, Ls:=@,
L,={0"1" n > 0}, Ls={a"01; n > 1}, Le={aa,a}, L;={b*a"c; k > 0}. Urlete, zda
jazyky Ly, Ly, L3, Ly, Ls, Ls, L7 jsou jazyky nad abecedou X.

Ukol 3: Vezméme koneény automat:

Vycislete pomoci zobecnéné prechodové funkce do jakého stavu se automat
dostane v nasledujicich piipadech:

8"(00,011001)="?

§(92,011001)=?

ReSeni 1:

uv=001011000, vu=110000010, uvv=00101100011000,
u3=001000100010, v'=11000, v*=1100011000, |v| = 5, |u| = 4, |V} = 10, |u’| =
12.

ReSeni 2:

L,={0110,10} je jazyk nad abecedou X (dvouprvkovy).

L,={e} je jazyk nad abecedou X obsahujici pouze prazdné slovo.

Ls= je prazdny jazyk nad abecedou X.

L4={0"1"; n > 0} je jazyk nad abecedou X obsahujici slova sudé délky,
skladajici se ze dvou useku stejné délky, z nichz prvni obsahuje pouze symboly
0 a druhy pouze symboly 1.

Ls={a"01; n > 1} neni jazyk nad abecedou X (ale je jazykem nad abecedou
{a,0,1}).

Le={aa,a} neni jazyk nad abecedou X (ale je jazykem nad abecedou {a}).
L,={b®*a“c; k > 0} neni jazyk nad abecedou T (ale je jazykem nad abecedou

{a,b,c}).
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Reseni 3:
8"(010,011001)
=3(8(5(5 (9,0

Kone¢ny automat

= 5(5"(q0,01100),1) = 5(5(8"(q0,0110),0),1)=
11),0),0),1) = 8(3(8(5(5"(go,01),1),0),0),1)=

=8(3(3(3(8(8 (00,0),1),1),0),0),1) = 8(8(8(3(3(5(5 (do,€),0),1),1),0),0),1)=
=8(8(8(8(8(8(q0.0),1),1),0),0),1) = 5(8(5(5(5(qlo,1).1),0),0),1)=

=5(5(5(5(02,1)

,0),0),1) = 8(8(8(ds,0).0),1)=

=5(5(1.0).1) = 8(qu,1)=0a

8°(02,011001)
=3(8(5(5 (92,0

= §(57(02,01100),1) = §(5(5"(02,0110),0),1)=
11),0),0),1) = 8(8(8(5(5"(2,01),1),0),0),1)=

=8(8(3(3(3(3(d2,0),1),1),0),0),1) = 3(3(3(3(5(5(5 (02,€),0),1),1),0),0),1)=
=58(5(8(8(5(5(02,0),1),1),0).0).1) = 5(5(5(5(5(a1,1),1),0),0).1)=

=8(8(5(8(qs.1)

,0),0).1) = 5(8(8(g3,0).0),1)=

=3(5(q.0).1) = 3(du.1)=qs

Ukoly a otazky k textu:

1.

2.
3.

vvvvvv

- JAZYK, G

Je deterministicky kone¢ny automat specidlnim piipadem
nedeterministického nebo naopak?

Muzete pro kone¢ny jazyk napsat vzdy kone¢ny automat?
Sestrojte a zapiSte vSemi zpusoby, které jste se naucili konecny
automat reprezentujici automat na jizdenky s nasledujicimi
vlastnostmi: pfijimd mince v hodnoté 1 K¢, 2 K¢, 5 K¢, vydava
jizdenky, bud’ pro déti za 3 K¢ nebo za 7 K¢ pro dospé€lé
Sestrojte DKA rozpoznavajici jazyk L={w e {a,b} |w kon¢i
symbolem ,a‘ nebo obsahuje ,bab‘}.

RAMATIKA, AUTOMAT

- slovo, abeceda, zfetézeni, uzavéry mnoziny, formalni jazyk

- deterministicky kone¢ny automat

- nedeterministicky kone¢ny automat

- prechodova funkce, zobecnéna pifechodova funkce

- jazyk rozpoznavany a jazyk rozpoznatelny kone¢nym automatem

- reprezentace KA: vycet matematické struktury, tabulka, stavovy diagram,

strom

- stromovy algoritmus pfevodu NKA na DKA
- ekvivalence jazykt rozpoznatelnych NKA a DKA + dikaz
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Uzavérové vlastnosti a redukce KA

2 Uzavérové vlastnosti a redukce KA

V této kapitole se dozvite:

e Jaké vlastnosti ma tfida jazykt rozpoznatelnych kone¢nymi automaty.
e Vici kterym operacim s jazyky je tato tfida uzaviena.
e Algoritmus redukce KA

Po jejim prostudovani byste méli byt schopni:

e Provadét zakladni operace s jazyky.

e Konstruovat KA k operacim s jazyky.

e Dokazat korektnost téchto konstrukci.

e Odhalovat ekvivalentni stavy automatu a konstrukci redukovaného
(minimalizovaného) automatu.

e Normovat konecné automaty.

Kli¢ova slova této kapitoly:

Uzéavérova operace, mnozinové operace, jazykové operace, podilovy automat,
redukt, normovany redukt.

Pruvodce studiem

Studium této kapitoly je vyZaduje predevsim dobrou schopnost chapat
algoritmy a datové struktury. To vSak neni jedinym problemem kapitoly, navic
se zde overuji vlastnosti techto algoritmickych konstrukci — provadeji se
ditkazy. Nalezeni ditkazu — Vv nasem pripadé nastésti konstruktivniho typu (tedy
pouze ovérujeme, zda algoritmus vede ke korektnim vysledkiim) — byva pro
studenty informatiky nejobtiznéjsi dovednost.

Na studium této casti si vyhradte alespornn 10 hodin. Rozdelte si studium na
dobré pochopeni postupii-algoritmit a teprve po overeni pochopeni na

vvvvvv

V minulych kapitoldch jsme se naucili, jak sestrojovat automaty k zadanym
jazyklim v jejich riznych modifikacich. Vid¢€li jste, Zze nékdy je rozumné si
rozdelit problém sestrojeni automatu na dva jednodussi automaty (resp. jeden
nedeterministicky automat rozdéleny do dvou oddé€lenych casti). Kazdy
Z automati pak tesil podproblém. Podivejte se zpét do textu na piiklad NKA.
V tomto ptikladu médme zadan automat, ktery rozpoznava jazyk

L={w e {a,b} |w obsahuje aa nebo kon&i na bab}
Jiz samotné zadani v sobé obsahuje toto rozdéleni problému. Sestrojime dva

samostatné useky automatu — jeden pro slova obsahujici v sobé fetézec ,,aa“ a
druhy pro slova konc¢ici na ,,bab*. Z ptedchozi studia vite, Ze nedeterministicky
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Uzavérové vlastnosti a redukce KA

automat mize byt takto navrzen (mize mit vice vstupil). Nicméné na cely
problém se muizeme podivat jest¢ z jednoho hlediska. Co kdybychom
povazovali tyto Useky za dva rizné automaty. Pak bychom hledali jejich jakési
»spojeni. Pouzivame-li vSak matematického aparatu, mizeme to nazvat
piesné. Jde o nalezeni automatu, ktery bude rozpoznavat sjednoceni jazyki
obou jednodussich automatti. A pravé o to nam v této kapitole pajde. Definuje,
co je to sjednoceni, prinik a dal§i operace nad jazyky. A dale se budeme
zabyvat tim, jak tyto ,,uzavérové* operace mizeme simulovat pomoci automatti
(jak sestrojovat takové automaty). Uvidime, Ze omezime-li se na téidu jazyku
rozpoznatelnych KA, pak tyto operace uzaviraji tuto tfidu jazykd — jinak
feCeno: Pokud vezmeme libovolné jazyky z této tfidy a provedeme s nimi
jakoukoliv z téchto operaci, dostaneme opét jazyk z této tiidy.

Poznamka: Symbolem F budeme oznacovat t7idu vsech jazykii rozpoznatelnych
KA. Pro jazyky Li,L, nad abecedou ¥ (Li,L, = =), méa smysl uvazovat
mnozinové operace sjednoceni (L;UL,), pruniku (LinLy) a mnozinového
rozdilu (Li—Ly). Doplitkem jazyka L; rozumime rozdil £ —L;, kdyZ je T z
kontextu jasné, pisSeme —L;.

Jiz na pocatku textu jsem avizoval, ze se v této opoie bude vychazet z Vasich
znalosti teorie mnozin, zédkladli matematiky. Proto nebudeme pojmy priniku,
sjednoceni a rozdilu definovat, pouze si ukdzeme piiklady. Véfim, ze tak
jednoduché pojmy bez problému chapete — vzdyt’ pii praci s jazyky nejde o nic
jiného nez o préci s jakymikoliv mnozinami, které jiz znate ze stfedoskolské
matematiky. Vzpomerite si na sjednoceni, priniky naptiklad interval(!

ReSeny priklad 14:

Vezméme si napfiklad jazyky

Li={w e {0,1} ;w = 0"1, kde n > 0} = {1, 01, 001, ...}
Lo={w e {0,1} ;w = 01", kde n > 0} = {0, 01, 011, ...}

Pak LyuL, = {0,1,01,011,0111,...,001,0001,....},
LinL, = {01}, Li-L, = {1,001,..}, Lo—L; = {0,011,..}

Timto pfistupem mizeme napiiklad pomérné slozity jazyk rozdélit na

podjazyky:
ReSeny priklad 15:

L={w e {0,1} ;w obsahuje sudy pocet nul a kazd4 jednitka je bezprostredn&
nasledovana alespon jednou nulou }

L mlzeme vyjadfit mnozinovymi operacemi nad tfemi jednoduSeji
charakterizovanymi jazyky:

L,={w e {0,1} ;w obsahuje sudy pocet nul }

L,={w e {0,1} ;w obsahuje podslovo 11}

Ls={w e {0,1} ;w kon&i jedni¢kou }

takto: L=L1—(L2UL3).
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Uzavérové vlastnosti a redukce KA

V nasledujicich podkapitolach budeme ukazovat algoritmy pro sestrojeni
ruznych uzavérovych operaci. Pujde o ulohu, jak pro automaty
A1:(Q1,2,81,Q1,F1), kde L1:L(A1) a A2:(Q2,2,62,q2,Fg), kde LZZL(Az) sestrojit
automat A, ktery rozpoznava L = LieL,, kde e je piislusna operace.

2.1 Sjednoceni, prinik, doplnék, rozdil, zrcadlovy obraz

Co je sjednoceni dvou automati? Lze fict, Ze je to automat, ktery rozpoznava
slova z jazyka L; nebo L, tedy rozpoznava slova z obou jazykt. Pokud si
uvédomite, jak jsme sestrojovali k NKA jeho deterministickou verzi, pak Vas
mozna i napadne, jak by se dal sestrojit automat pro sjednoceni....

Je to jednoduché, staci pouzit stromovy algoritmus, s tim, ze logicky budeme
povazovat vstupy automatii A;, A, za vstupy zaroven. Jelikoz pak ma automat
prijimat slova z obou automatl, vystupni stavy (mnoziny) budou ty, ktery
obsahuji vystupni stav ze kteréhokoliv z obou automati. Tim si zajistime, ze
vSechna slova budou piijata.

Algoritmus pro sestrojeni A; U A, (stromovy):
1. Algoritmus pracuje jako stromovy algoritmus S nize
uvedenymi modifikacemi.
2. Kofen stromu vytvofime jako {qi 0.} (tedy vstupni
mnoZzina je tvorena pocdtecnimi stavy obou automatii)
3. Vystupni mnozina je ta, kterd obsahuje libovolny
vystupni stav z A; nebo A,.

Pokud jde o prinik, pak asi tusite, ze algoritmus bude velice podobny jako pro
sjednoceni. V tomto piipad¢ vSak oekavdme automat, ktery bude rozpoznavat
jen ta slova, ktera rozpoznava automat A; a zaroveil Ay. To tedy znamena, Ze
cely algoritmus bude totozny az na vystupy. Vystupnim stavem (mnoZinou)
bude jen ta, ktera obsahuje kombinaci s alesponl jednim vystupnim stavem z A;
a alespoi jednim z Ay.

Algoritmus pro sestrojeni A; N A; (stromovy):
1. Algoritmus pracuje jako stromovy algoritmus S nize
uvedenymi modifikacemi.
2. Kofen stromu vytvotime jako {qi Q} (tedy vstupni
mnozina je tvorena pocdatecnimi stavy obou automatii)
3. Vystupni mnozina je ta, ktera obsahuje alesponn jeden
vystupni stav z A; a zaroven z A;.

Doplnék jazyka obsahuje prave ta slova, ktera piivodni jazyk neobsahuje. Jeho
sestrojeni je tedy nejjednodussi operaci. Sta¢i zaménit stavy, které jsou
vystupni na obyCejné a naopak. Pak budou slova automatem plvodnim
rozpoznavana v sestrojeném automatu nerozpoznavana a naopak:
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Uzavérové vlastnosti a redukce KA

Algoritmus pro sestrojeni -A; = A pro DKA:
1. Automat A, bude kopii Aj, Svyjimkou F (mnoziny
koncovych stavi).
2. F=Q — F1. (vstupy jsou opacné stavy)

Rozdil Ize sestrojit s pomoci jiz definovanych algoritmt. Staci si opét
uvédomit, jaké vlastnosti mad mnozinovy rozdil, jak jej znate ze stfedni Skoly:

Vysledna mnozina slov y f‘L‘
vznikla primikem L1 a )
doplitku 1.2 il
Va2 Doplitek 1.2
Vysledna mmozma slov I -

L1-
L2 se da vytvorit prinikem L1 a doplfiku L2. L1 —L2 = L1n(-L2)

Algoritmus pro sestrojeni A - Az:
1. A sestrojime postupné jako A; M -Ay,

Zrcadlovy obraz (zna¢ime L) jazyka jsou viechna jeho slova, brana pozpatku.
Tedy napf.

Li={w  {0,1} ;w = 0"1, kde n > 0} = {1, 01, 001, ...}

L."={w e {0,1} ;w = 10", kde n > 0} = {1, 10, 100, ...}

Sestrojeni zrcadlového obrazu je také pomérné jednoduchou operaci. Pokud
maji byt rozpoznavéana slova obracené, pak staci, pokud automat bude také
obracené pracovat. Tedy laicky feceno, vSechny pfechody a vstupy a vystupy
budou obracené¢.

Algoritmus pro sestrojeni NKA A = A;":

1. Sestrojime A tak, ze pro 81(p1,a) = p2 definujeme 3(p2,a)
=piazaroven [=F, F=q
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Uzavérové vlastnosti a redukce KA

A1l
A2

A3

(=)=
Nyni si ukazeme ptiklady pouziti algoritmd.
Jazyky rozpoznévané témito automaty:
L;={010} , Lp={101}, L3={01", n >0}, Ly={11", n > 0}, Ls={0"1, n > 0}.
ReSeny priklad 16:
Ptiklad pro sjednoceni pomoci stromového algoritmu:
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Uzavérové vlastnosti a redukce KA

L1uUL2: vstupnim stavem bude mnozina se vstupy obou automatt a vystupem
stav, ktery obsahuje libovolny vystupni stavu automatu Al nebo
A2

—{A0BO0} a

1A2} e B2} 1 it
0;~">] 021 07751
<iA3rg 4y 4 fdE  <{B3th
0o/ \1 0
it it t# ]

L3uL4:

— 5 §C0.D0}a

0 ™1
\{Cl} b {Dl }/S‘
1
Q 1_}_{}’C1 3Dl
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Uzavérové vlastnosti a redukce KA

ReSeny priklad 17:
L1NL2:

Tvoii se podobné jako sjednoceni, ale vystupni stav je tvofen stavem
obsahujicim soucasné vystupni stavy obou automati.

V ptikladu sjednoceni automatu Al a A2 neni zadny stav, ktery by
obsahoval soucasné vystupni stavy obou automatti. Pokud Al generuje slova
101 a A2 010 prinik téchto automatii je prazdny jazyk. Z toho divodu
L1nL2=.

L3nL4:

Podobné by na tom byl prunik automatt A3 a A4. Pokud mame slova
01, 011, O111... automatu Al aslova 1, 11, 111, 1111... automatu A4 z toho
divodu L3NnL4=J.

L3NL5:

Neprazdny prunik ale tvofi automaty A3 a AS5. Automat A3 generuje slova 0,
01, 011, O111... a automat AS slova 1, 01, 001, 0001... . Jejich prinikem je
slovo 01. L3nL5={01}.

— {CO,EQ} 2
3

{C1,E0}b {El}c

0~ 20N

{EO}d e{C1E1}{}f {}

W 0 1

{E0} {E1} {} {c1}9
BNLB7

{1+ {Hy {c
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Uzavérové vlastnosti a redukce KA

ReSeny rE)f'iklad 18:

L1R L2% Zrcadlovy obraz slov generovanych automatem se vytvoii tak, Ze se
automat zkonstruuje pozpatku. Zméni se smér Sipek. Automaty Al, A2
generuji stejna slova jak pro L1,L.2 tak i L17,L2R.

AT
(D))

A2
@)
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Uzavérové vlastnosti a redukce KA

2.2 Uzavérové vlastnosti jazykd rozpoznatelnych KA

Nyni si formulujeme tvrzeni, kterd vychazeji z praktickych dopadt algoritmi,
které jsme si uvedli. Formulujeme tvrzeni, ze tfida jazykli rozpoznatelnych
kone¢nymi automaty je uzaviend na mnozinové operace. Dikazy vychazeji
Z postuptl, které pak muzete prakticky vyzkouSet na feSenych ptikladech
v dalsich kapitoléach.

Véta 4: Pro libovolné jazyky Li,L, z" plati: jestlize Li,L, € F,
potom také L;uUlL, € F, LinL, € F, —L; € F. (Neboli: TFrida jazyku
rozpoznatelnych KA je uzaviena viici operacim priiniku, sjednoceni a
doplriku.)

Diikaz:
Li=L(A1), Lo=L(Az), kde A;=(Q1,Z,81,01,F1), A2=(Q2,Z,32,02,F>2) jsou KA.

1. Prinik

Sestrojime KA A=(Q,Z,3,00,F) takovy, Zze L(A) = LinL,.

Piedpokladejme: Q:nQ2=J. Polozme Q=Q1xQ2, qo = (q1,02), F=F1xF, a d je
dana nasledovné.

Pro lib. p1 € Q1, p2 € Q2, @ € X je 6((p1,P2),a) = (31(P1,2),62(p2,2))-

Indukci 1ze ukazat, ze

8 ((01,02),.W)=(81 (d2,W), 52 (G2,W)) pro lib. w e £ )

W e Linl,e w e Liaw e L2<:>(81 (ql,W) € Fl)/\(52 (qZ,W) € F2)<Z>
(81 (gL,W),82 (02,W)) € F1xFa8 ((a1,02),W) € Fe w e L(A).

2. Dopln&k
Je zfejmé, Ze automat (Qq,%,81,01,Q1—F1) rozpoznava jazyk & —L,.

3. Sjednocent

a) Lze postupovat stejné jako u praniku jen F=(F1xQ2)U(Q1xF>).

b) Piedpoklad L;,L, € F, podle 2. i -L;,-L, € F, podle 1. i -L;n-L; € F,
podle 2. dale —(-L;»—-L;) € F. OvSem podle jednoho z de Morganovych
zakonu LyUL,=—(-Li~—Ly), takze L1uL, € F.

¢) Mizeme piedpokladat, ze Lij=L(A;), Lo=L(A;), kde A;=(Q1,Z,51,I1,F1),
A=(Q2,2,02,12,F2) jsou NKA. Pak sestrojime A=(Q,X,5,LF) nasledovné:
pfedpoklaidejme: QlﬁQQZQ. Polozime Q:Q1UQ2, |:|1U|2, F:F1UF2 a
8(q,a)=061(q,a) pro lib. g € Qy, a € Z, 8(q,a)=062(q,a) pro lib. g € Qz, a € X.
Snadno Ize ukazat, ze L(A)=L;UL,.

Véta 5:
Diisledek. piedchozi véty: Necht Ly,L, c X' Jestlize Ly,L, € F, pak také
L1—L2 e F.

Ditkaz: Li—L,=Lin(Z —Ly)
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Uzavérové vlastnosti a redukce KA

Dalsim dutlezitym tvrzenim je, Ze s pomoci mnozinovych operaci dokdzeme
zjistit, Ze dva automaty rozpoznavaji stejny jazyk. Lze to provést opét uvahou
nad vyznamem tohoto tvrzeni. Pokud odeéteme L(A;) - L(A2) a L(Az) - L(A1)
a ani vjednom piipadé nezdstane zadné slovo, pak jazyky nutné musi byt
stejné (ovette si to na vlastnim piikladé!). Pak uz jen staci zjistit, Ze sestrojeny
automat se nemuze nijak dostat do koncového stavu.

Véta 6: Existuje algoritmus, ktery pro libovolné dva konec¢né
automaty Aj,A; rozhodne, zda L(A;) = L(Ay).

Diikaz:

Uvédomme si, Ze existuje algoritmus, ktery pro lib. KA A ur¢i, zda L(A)=9.
Ovsem L(A1)=L(A) plati praveé tehdy, kdyz (L(A1)—L(A2))U(L(A2)-L(A1))=L.
Podle dikazu véty o uzavienosti F Ize zkonstruovat automat A takovy, ze
L(A)=(L(A1)-L(A2)U(L(A2)-L( A1)). A pak staci jen ovétit, zda L(A) je
prazdnd mnozina.

Kontrolni ukol:
Ukazte, Ze automaty A;, A, na obrazku rozpoznavaji tentyz jazyk.

A

ReSeni:
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Uzavérové vlastnosti a redukce KA

Pomoci postupu uvedeného v dikazu véty.
Jazyk —L(A,) a jazyk —L(A;) rozpoznavaji KA na obrazku.

N/ 2

I
1 1
0
0 0
1 o —L(Aa)
Y\
R & ¢
o =0~
A 1 1
0
1
—L(A)
T o o}
1
S B,

KA rozpoznavajici L(A1)—L(A2): (misto (i,j) pouzivame zapis ij)

N o |1
> |JAX BY [cZ
AY [BX |cy
AZ BY |cz
BX JAY |pz
BY |aX |pY
Bz |AY |pz
— [cx  BY [cz
— lcy [BX [cY
Cz [BY |cz
DX |JAY |pz
Dy |aX by
bz |AY bz

Tento automat méa dva koncové stavy, ale oba jsou nedosazitelné, tzn.

L(Al)—L(Az):@

KA rozpoznavajici L(Az)—L(A;):

o o [
— |AX  [BY |CZ
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AY BX |CY
«— |AZ BY |CZ
BX JAY |DZ
BY |AX DY
«— [BZ AY |DZ
CX BY |CZ
CY BX |CY
CZ BY |CZ
DX |AY |DZ
DY |AX DY
<« |DZ AY |DZ

Tento automat ma celkem Sest koncovych stavi, ale vSechny jsou
nedosazitelné, tzn. L(A2)—-L(A1)=9D.

A odtud dale plyne, L(A1)-L(A2)u L(A2)-L(A1)=J a tudiz podle dikazu véty
plati, ze L(A1)=L(A2).

2.3 Zretézeni, mocnina, iterace, zrcadlovy obraz a
kvocient

Dal$imi operacemi, na které je tfida regularnich jazykll uzaviend, jsou
zietézeni a iterace. Sestrojeni automatli pro tyto operace je opét logické a neni
tieba za nim hledat silnou teorii. Pokud budeme vytvaret automat pro ztetézeni
dvou automatli A;-Ay, znamend to, Ze by mél rozpoznavat slova, sloZena
V prvni ¢asti ze slov automatu A; a v druhé ¢asti z Ay. Algoritmus pro vytvafeni
zfetézeni se tedy vytvofi tak, Ze navdze vystupy A; na vstupy A, pomoci &-
pfechodl. Podobné tomu bude u iterace, kdy se budou vystupy automatu
navazovat na jeho vlastni vstupy.

Definice 17: Soucinem (nebo téz zietézenim) jazyki L1,L, nazveme jazyk
Li-Lo={uvju € L; AV € Ly}

n-tou mocninu L" jazyka L definujeme induktivné takto:

L°={ e}

L"=L"-L=L" L (pron > 0)

lterace L~ jazyka L a pozitivei iterace L* jazyka L jsou definovany
nasledovné:

L™= Lo%ULuL?UL%0... = Upcns. L

L" = LUL®UL%0... = Uigne. L

ReSeny priklad 19:

Mgjme jazyky: Li={a’}, L,={b"; n > 0}, Ls={(ab)"; n > 0}
zretézeni jazyki: LiL,={a’b"; n > 0}, L,L,={b"a’; n > 0},
L,Ls={b"(ab)*; n,k > 0}

n-t4 mocnina jazyka: L;*={a°}
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iterace jazyka: L, ={a*"; n > 0}
Algoritmus pro ziretézeni A = A;-Ay:

1. Sestrojime ZNKA slozeny z automati Az, A;.
2.Ptechodovou  funkci  obohatime o  e-piechody
z vystupnich stavii A; na vstupni stav A

Algoritmus pro iteraci A = (A;)

1. Sestrojime ZNKA slozeny z automatu A;
2.Ptechodovou  funkce obohatime o  e-pfechody
z vystupnich stavii A; na vstupni stav Ag

Véta 7: Pro libovolné jazyky Li,L, € FjeiL;-L, € F a také Ll* e F.

Diikaz:

Pfedpoklédejme, ze L]_:L(A]_) a L2:L(A2) pro NKA A]_:(Q]_,Z,Sl,l]_,l:l),
A2=(Q2,2,8,,12,F2) pticemz predpokladame, Q1NQ,=.

1. Zkonstruujeme ZNKA A=(Q,%,3,I,F) takovy, ze L(A)=L;-Lo.

Staci polozit Q=Q1UQ>, I=1;, F=F; a definovat funkci 5:Qx(Zw{ e})— P(Q)
nasledovné:

pro lib. g € Qs, a € X je 8(g,a)=051(q,a), pro lib. g € Q, a € X je 3(q,a)=052(q,a),
pro q € F1 je 8(q,e)=l,, pro g € Q—F; je 6(q,e)=L. Ovétime L(A)=L; L.

a) Necht w € L;-L,, tedy w=uv, kde u € L3, v € Ly, tedy existuje vypocet
(posloupnost stavil), odpovidajici pfechodové funkci a slovu u, zacinajici v
n¢jakém stavu q; € |1 a koncici v néjakém stavu q; € Fi, podobné existuje
vypocet, odpovidajici slovu v, zacinajici v néjakém stavu qz € |, a konéici v
n&jakém stavu q4 € Fp. Ovsem podle definice A lze z g, ptejit e-pfechodem do
gz atedy uv € L(A). Tedy L;-L, < L(A).

b) Necht w € L(A). Tedy existuje vypocet odpovidajici slovu w, ktery za¢ina v
néjakém q; € I(=l;) a kon¢i v n&jakém q; € F(=F;). Vypocet tedy zafina v
mnoziné Q; a kon¢i v mnoziné Q,. Pfechod z Q; do Q, mohl prob&hnout jen
jednou a to e-piechodem z néjakého s; € F; do né&jakého s, € l,. To znamena,
ze w miizeme psat w=uv, kde slovu u odpovida vypocet zaCinajici vq; € |1 a
konc¢ici v s1 € Fq a slovu v odpovida vypocet zacinajici v sp € Iz a koncici v q2
€ Fo. Tedy u € L(A1)=L; aVv € L(Az)=L,, tudiz w € L;-L,. Plati tedy L( A) <
L;-L,. A tedy L(A):Ll‘Lz.

2. Zkonstruujeme ZNKA A'=(Q',2,8',I',F") takovy, ze L(A")=L .

Polozme Q'=Q;{ r}, kde r ¢ Qi, I'=lh{r}, F'=F1{ r} a & definujme
nasledovné:

Vg € Q1, Va € X je 8(q,a) = 81(9,8), Vq € F1 je 8'(q,e)=l1, Vq € Q1—F; je
8'(q,e)=9, Va € X je &'(r,a)=4.

Diikaz ovéfeni L(A')=L;" Ize provést podobné jako u bodu 1.

ReSeny priklad 20:
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Uzavérové vlastnosti a redukce KA

Ly={w;w=a*" pro k > 0}
Lo={w;w=b%*; k > 0 nebo w=c*"*; k > 0}
L1=L(A1), L2=L(A2) (Obl’. )

A As

Obrazek znazornuje Az ZNKA rozpoznavajici jazyk L;L,, obrazek znazoriuje
ZNKA A, rozpoznavajici jazyk (LiLy) .

48



Uzavérové vlastnosti a redukce KA

R

Definice 18: Inverzi slova w=a; a,... a, (ai € X) rozumime slovo wR=a,
an-1... a1, specialné eR=e. Inverzi jazyka L rozumime jazyk, ktery
oznatime LR={ wRjw e L}.

Véta 8: Pro libovolny jazyk L plati L € F& LR e F.

Diikaz:

(V automatu pro dany jazyk vyménime pocatecni a koncové stavy a opacné
orientujeme 3ipky.) Stadi dokazat L € F= L® e F. Pak totiz L® € F=(LF)®
F, neboli vzhledem k faktu (LX)?=L plati LR € F= L € F.

Piedpokladame L=L(A) pro NKA A=(Q,%,5,LF). Sestrojime NKA
A'=(Q,%,8,I' F") takovy, ze L(A")=L®. Polozime I'=F, F'=l a &' je definovana
nasledovné:

(' € 8'(g,a))< (q € 8(q',a)) pro vsechny q,q" € Q, a € X. Snadno se ovéfi, ze
w e L(A)= wR e L(A"), a tedy L(A")=LF.

Definice 19: Levy kvocient jazyka L, podle jazyka L, je jazyk L \L;={ ujwu
€ L; pro néjaké w € L,}. Pravy kvocient jazyka L, podle jazyka L, je
jazyk Li\ Lo={ ulJuw € L; pro néjaké w € L,}.

Véta 9: Jestlize L;,L, € F, pak také L,\L; e Fa L;\L, e F.

Dtkaz tohoto tvrzeni jiz nebudeme provadét, zdjemce jej mulze najit
v doporucené literatute.
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2.4 Konstrukce pouzivané v dikazech

Stromovy algoritmus v literatufe vétSinou definovan neni. Povazuji vSak tuto
variantu za mnohem Iépe pochopitelnou a navic neni nutné se ucit novy postup
(umite-1i stromovy algoritmus, pak se velmi lehce naucite jeho modifikace).
Vyhodou tohoto piistupu je, ze funguje i pro nedeterministické automaty na
vstupu algoritmu, kdezto algoritmus, ktery si nazna¢ime nize vyzaduje, aby do
n¢j vstupovaly jiz deterministické automaty (to muze zbyte¢né zpomalit Vas
vypocet). Na druhou stranu algoritmus usporadanych dvojic je formaln¢ velice
detailn¢ popsan v dikazech vét, proto by pro Vas mohlo byt pfinosné, vidét
vyznam téchto diikazl v praktickych ptikladech.

Az si projdete priklady uvidite, Ze tento algoritmus je vlastné specialni ptipad
stromového algoritmu. Stromovy algoritmus je tedy obecnéj$i nicméné je
prekvapivé i efektivnéj$i (kombinace téchto dvou vlastnosti je z hlediska
algoritmizace i ilustrativnosti samoziejmé dobra). Strom totiz vynechava
zbytecné dvojice.

Algoritmus pro sestrojeni A; U A, (usporadané dvojice):

1. Sestrojime vSechny mozné kombinace stavi [q;,q;], kde
0 € Q1 a gj € Q2 (vtvdriime spojeni obou automatii —
tedy proto dvojice)

2. Vstupni dvojice je [01,02] (stejné vysvétleni jako u
stromového alg.)

3. Vystupni dvojice jsou vSechny [q;,0;], kde gi € F1 nebo g;
e Fy (wtvdrime sjednoceni obou automatit — vsechny
kombinace vystupnich stavii)

4. Prechodovou funkci 6 vytvofime tak, Ze pro lib. p; € Qq,
P2 € Q2 @ € X je 3([p1,P2].2) = [31(P1.a),82(P2,2)]. (jinak
FecCeno presné okopirujeme funkce obou automatu podle
pozic ve dvojicich)

Algoritmus pro sestrojeni A; N A, (usporadané dvojice):

1. Sestrojime vSechny mozné kombinace stavii [q;,q;], kde
gi € Q1 a gj € Q2 (vytvarime spojeni obou automatii —
tedy proto dvojice)

2. Vstupni dvojice je [qu,02] (stejné vysvétleni jako u
stromového alg.)

3. Vystupni dvojice jsou vSechny [q;,Qj], kde gi € F;
zaroven O € Fo (vytvdarime sjednoceni obou automati
v§echny kombinace vystupnich stavii)

4. Prechodovou funkci 6 vytvotime tak, Ze pro lib. p; € Q,
P2 € Q2 a € X je 8([pa,p2],a) = [31(P1,2),82(p2,a)]. (jinak
Feceno presné okopirujeme funkce obou automatii podle
pozic ve dvojicich)

(s}
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Kontrolni ukol:

Méjmejazyky Ly, Lo, L3:

Li={w e {0,1} |w obsahuje sudy podet symbold 0}

L={w e {0,1} |w obsahuje podslovo 11}, Ls={w e {0,1} |w kon&i symbolem
1}. M&jme dale jazyk Ly={w € {0,1} |w se sklada ze dvou useki, z nichZ prvni
je roven slovu 11100 a druhy obsahujici pouze symboly 1 ma délku d (d > 0)}.
Sestrojte kone¢né automaty rozpoznavajici jazyky: L,—Ls, LsnLi, LoULy,
Lo—Lg, —Lg, —Ls.

ReSeni:
Pro teSeni uvedenych problémt budeme potiebovat automaty rozpoznavajici

jazyky L1, L2, L3, L4.
ﬂ 1 1
Z 0

» O Yv

«
Ny

0

L
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0,1
A; 1 > O 1 Uo
/"\0/B G N\
L,
/\\ﬂ// N\
0

Lo—Ls(={w e {0,1} |w obsahuje 11 a kon&i 0}) Jazyk —L3 rozpoznavéa kone&ny
automat na obrazku.

No 1 g

|
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Jazyk Lo—L3=L,"(~L3) rozpoznava automat A:

o\ 0 1
- |(ALL) (A1) (B,2)
(B,1) (A1) (C,2)
— |(C1) (C,1) (C,2)
(A2) (A1) (B,2)
(B,2) (A1) (C,2)
(C,2) (C,1) (C,2)

LsnLi(={w e {0,1} |w obsahuje sudy po&et symboli 0 a kon&i symbolem 1})

Konstrukce automatu pro jazyk LsnL;. Jazyk LsnL; rozpoznava koneény
automat A:

\ (1,X) (2,X),"

o . = C}E}
1
0
0 1o
0
1 ' L,’qﬁL1
O - o]
2y) 1 @y
o\ 0 1

INITHY) (1Y) (2,X)
(1,Y) (1,X) 2.,Y)
— 12X 1,Y) 2,X)
2.,Y) (1,X) 2.Y)

LouLy(={w e {0,1} |w obsahuje sudy po&et symboli 0 nebo obsahuje 11})
Konstrukce automatu pro jazyk L, UL, pomoci uspofadanych dvojic:

Jazyk L,UL; rozpoznava deterministicky kone¢ny automat A:
z
o\ 0 1
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> |(AX) (AYY) (B,X)
(A)Y) (AX) (B,Y)
«— |(B,X) (AYY) (C,X)
(B,Y) (A,X) (C)Y)
«— |(C,X) (C)Y) (C,X)
< |(C)Y) (C,X) (C)Y)
2. L—L;(={w e {0,1} |w obsahuje podslovo 11 a neobsahuje sudy pocet

symboli 0}) Konstrukce automatu pro jazyk L,—L;. Jazyk —L; rozpoznava
kone¢ny automat na obrazku.

—L,

< O 0 '—Oy.
0

Jazyk Lo—Li=L,n(~L1) rozpoznava automat A:
o\ 0 1
— (A, X) (A)Y) (B,X)
(AY) (A, X) (B,Y)
(B,X) (AY) (C,X)
(B.Y) (A X) (CY)
(C.X) (CY) (C.X)
< |(C)Y) (C,X) (C)Y)
—L;={w e {0,1} |w neobsahuje sudy podet symbolii 0} Konstrukce automatu
pro jazyk —L;.

—Ls={w € {0,1} |w nekon&i symbolem 1}. Konstrukce automatu pro jazyk —Ls
na obrazku.

Jiz na zaCatku Vaseho studia jste se seznamili s pojmem ekvivalentni automat.
Vite, Zze dva automaty jsou ekvivalentni, pokud rozpoznavaji stejny jazyk.
Ptikladem mohou byt dva nasledujici automaty:
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Oba tyto automaty rozpoznavaji jazyk L = { [(0+1)(0+1)*]}. Piesto automat
druhy ma o jeden stav mén¢. Naopak automat prvni ma stavy Qi,0», které jsou
ekvivalentni (laicky feCeno — d€laji stejnou praci). Pravé takové stavy by bylo
dobré odhalovat a nahrazovat je pouze jednim stavem. Tim bychom dostali
minimélni pocet stavii — tzv. redukovany automat. V tomto piipade je
redukovany automat druhy automat — mén¢ stavii mit nemiize.

2.5 Algoritmus redukce

Pro odhalovani ekvivalentnich stavi slouzi algoritmus redukce. Tento postup
vychézi z toho, ze v automatu se vyskytuji dvé jist¢ neekvivalentni mnoziny
stavii — vystupni a nevystupni. Tyto mnoziny pak postupné rozdélujeme
pomoci zkoumadni, jaka je jejich pfechodova funkce. Pokud se v mnoziné
vyskytne vice kombinaci, pak je vSechny rozdélime do novych mnozin podle
téchto kombinaci. Pokud je néjakd mnozina jednoprvkova, pak uz je jasné, Ze
nelze takovou mnozinu rozdélit. Algoritmus konci, kdyz uz nedochazi
k zadnému rozd€lovani. Pokud se vSechny mnozZiny rozpadnou do
jednoprvkovych, tak automat neobsahuje Zzadné ekvivalentni stavy — jinak
feCeno ma minimalni pocet stavl. Pokud ne, pak miizeme sestrojit redukovany
automat tak, ze povazujeme mnoziny za stavy, podobn¢ jako pfi sestrojovani
DKA z NKA.

¢

Definice 20: Necht’ A=(Q,Z,5,q0,F) je KA a p,q € Q. Rekneme, Ze stavVy Evivalentni
P.q jSOu ekvivalentni , piSeme p ~ g, jestlize Yw € 2" je § (p,w) € F stavy
8°(q,w) e F. Snadno lze ovéfit, Ze ~ je relaci ekvivalence na mnoZiné

Q.

Poznamka: Nyni ukdzeme jak zkonstruovat ptislusny rozklad Q podle ~

Q\~).

Definice 21: Pro KA A=(Q.X,8,00,F) definujeme posloupnost relaci
0

~0 ~1 ~2,..namnoZné Q takto: pro libovolné p,q € Q

p~"goi(p e FoqeF)
p~"q(i > 1) p~ g AVa € T je 8(p,a) ~ ~28(q,a). Relace rozkladu

Je ziejmé, Ze ~ ' jsou relace ekvivalence. Ozna¢me R; pfisluSny rozklad Q
podle ~' (tedy Ri=Q \ ~").
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Pozndmka: V§imnéme si, ze p~' q (i = 1) pravé, kdyz libovolné slovo délky
nejvyse 1 pirevede automat ze stavu p, respektive g, v obou piipadech do
koncového stavu nebo v obou piipadech do nekoncového stavu (dikaz indukei
podle i).

Véta 10: P¥i znaceni jako v predchozi definici plati:

Vi 0 je R+ zjemnénim R; (p ~ "'q= p ~'Qq)

Jakmile Ri=Rj:1 pro néjaké i >0, pak Ri=Ri+; Vj > 1

Jestlize |Q| = n, pak 3k < n—1 tak, Ze Rk=Ry+1

Pro libovolné k takové, Ze Rk=Rys1, je ~ * totozna s ~ (tedy Vp,q € Q plati p ~
g< p ~ q neboli R=Q\ ~).

Dukaz:

Trivialné z definice.

Piedpoklad Ri=Rj.; pro n&jaké i > 0.

Odtud plyne Ri+1=Ri+>

((P~""9)= (P~'q AVa e T je 3(pa)~'8(AA)= (P~"" g AVa € X je
3(p.a) ~"*3(g.8))= (p ~ " )

a tedy Ri«2=R;

Indukéni predpoklad Ri=Rj+« Yk < n(n > 2)

Chceme dokazat, ze Ri=Rj.k plati pro vSechna k < n+1

Plati Ri=Rij.n, ale také Ri=Rj.+n-1 @ 0dtud Rj+n-1=Ri+n a odtud dale ( podobné jako
V @) ) Ri+n=Rin+1, ale plati-li zaroven Ri=Rj.n, pak Ri=Rj+n+1 a diikaz je hotov.
Pocet tfid rozkladu R; oznacCime n;, jestlize Ro,Rj1,...Rk jsou navzajem razné,
pak 1 <ng<n; <..ng<n. Ztoho plyne, ze k < n-1. Existuje tedy k < n-1
takové, Ze nk=Nk+1, tj. Rk=Rk+1.

Z definice 1ze odvodit, Ze pro libovolné i > 0 a pro libovolné stavy p,q € Q je
p~"'q, pravé kdyz pro kazdé slovo w € I" délky nejvyse i je & (p,w) € Fe
8"(q.w) e F.

- Dal z definice je jasn€, Ze dva libovolne stavy p,q jsou ekvivalentni, pravé
kdyz p ~' q pro vSechna i.

- Jestlize existuje-li k takové, ze Rk=Ry+1, pak plati 2. Tzn., Ze pro libovolné p,q
€ Q takové, ze p ~ k q, kazdé slovo (libovolné délky) ze 3" pievede automat z
p resp. z q soucasn¢ do koncového nebo nekoncového stavu < p ~ Q.

Algoritmus: (Rozklad stavové mnoZiny podle ~ )
Vstup: KA A=(Q,X,5,00,F);

Vystup: Rozklad Q\ ~ ( ~ podle definice)

Sestroj rozklad Ry; i:=0;

repeat

i=i+1;

sestroj R;;

until Ri=Ri_1;

vystupem bude R;
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Definice 22: Necht® A=(Q,X,3,q0,F) je KA a ~ je ekvivalence. Definujme
podilovy automat A\ ~ automatu A podle ekvivalence ~ takto:

Al~=(Q\~ 2,8.,[q0].{[al g € F}), kde & .([a].a)=[8(q.a)] Vg € Q, a € X.
(definice je korektni, nebot’ [p]=[q]= [6(p,a)]=[8(0,a)]).

Ekvivalence Véta 11: Podilovy automat A\ ~ je ekvivalentni s automatem A
podilového (L(A\ ~ )=L(A)). Navic A\ ~ neobsahuje Zadné dva rizné vzijemné
automatu ekvivalentni stavy, a dale pokud A neobsahuje nedosaZitelné

stavy, pak ani A\ ~ neobsahuje nedosaZitelné stavy.

Dikaz:

Necht A=(Q,Z,5,q0,F) a A\~ = (Q\ ~ ,%,6 . ,[qo],F~={ [q].q € F}).

Indukei podle délky w snadno ukdzeme, Ze pro lib. w € =" a lib. q € Q plati
5" ([a].w)=[3"(q.w)]-

Dale je ziejmé, Ze pro libovolné q € Q platiq € F<[q] e F-.

Pak oviem w € L(A)=8 (go,w) € Fe [8(qow)] € F.< 8.7 ([qo]w) e
F.ow e L(A\~) (pro lib. w e ¥°),

tedy L(A)=L(A\ ~).

(Vezméme) necht’ [p],[q] jsou ekvivalentni stavy.

Tedy Yw e = plati 5. ([p]w) € F.< 8. ([q].w) € F ..
Tedy [5 (p,w)] € F.< [8(qw)] € F-.

Ale také [8 (p,w)] € F.<= 8 (p,w) € F.

A také [8°(qw)] € F.< & (qw) e F.

Proto (p ~ g) neboli [p]=[q].

Posledni tvrzeni, tj. neobsahuje-li A nedosazitelné stavy, neobsahuje
nedosazitelné stavy ani A\ ~ mizeme dokazat takto:

Automat A\ ~ ma jen stavy [q] pro které plati, ze q je stav automatu A a zadné
jiné. Je-li q dosazitelny, plati Iw € X tak, Ze & (qo,W)=q.

Ale odtud plyne [8"(qo,w)]=[q], ale dal také [8"(qo,w)]=5 - "([qo],W) & pak také
8- ([90],w)=[q], a to znamena, Ze [q] je dosazitelny stav automatu A\ ~ .

A tvrzeni, ze neobsahuje-li A nedosazitelné stavy, neobsahuje nedosazitelné
stavy ani A\ ~ je dokazano.

Definice 23: KA A nazveme redukovanym jestlize

1. A nemé nedosaZitelné stavy
2. Zadné dva ruzné stavy A nejsou vzajemné ekvivalentni.

Definice 24: KA B nazveme reduktem KA A jestlize
1. L(B)=L(A) Redukt
2. B je redukovany.

Véta 12: Existuje algoritmus, ktery k libovolnému KA A sestroji
(néjaky) jeho redukt.
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Diikaz:
Odstranime-li z A nedosazitelné stavy a ke vzniklému A; sestrojime podilovy
automat A;\ ~, pak je A;\ ~ reduktem automatu A.

Poznamka: Snadno lze ovéfit, Ze vede k reduktu vychoziho automatu i tento
postup - sestrojeni podilového automatu s naslednym odstranénim
nedosazitelnych stavii.

Ukézeme, Ze redukt automatu je urcen jednoznac¢né, az na pojmenovani stavu.

Definice 25: Méjme dva KA A1:(Q1,2,81,q1,F1), A2:(Q2,Z,52,qZ,F2).
Zobrazeni h:Q;— Q, nazveme automatovym homomorfismem , jestlize
plati:

1. h(q1)=02

2.h(81(9,a))=32(h(9).2) Vg e Q1,a e X

3. (musi zachovavat koncové stavy) q € Fi< h(q) e F, Vg € Qg

Je-li navic h bijekeci (vzajemné jednoznaénym prifazenim), nazyvame h

automatovym izomorfismem . Jestlize aut. izomorfismus existuje rikame, Ze

A1 a A; jsou izomorfni .

Nasledujici tvrzeni nam tiké, ze kdyz vytvoftite redukt z jakychkoliv automat,
které jsou ekvivalentni, pak musi byt stejné aZ na uspofadani stavii. Uspotadani
pak fes$i normovani automatu, které zpusobi, ze stavy budou vzdy uspotfadany
stejnym zpusobem a tedy dva ekvivalentni automaty znormované musi byt
naprosto totoZné.

Véta 13: Kazdé dva ekvivalentni redukované automaty jsou
izomorfni.

Dukaz:

Necht' A1=(Q1,%,061,01,F1) a A2=(Q2,%,3,,02,F2) jsou ekvivalentni redukované
automaty. Ukazeme jisté zobrazeni h:Q;— Q; a dokazeme, Ze je automatovym
izomorfismem.

Definice h:

Ukéazeme, Ze pro libovolné q € Q, existuje prave jeden p € Q; tak, Ze:

Yw e 278, (qw) € F1=8;, (pw) € F,  (6)

Kdyby existovali dva razné takové stavy pi,pz, pak by podle (6) byl p;
ekvivalentni py, coZ je spor s tim, Ze A, je redukovany. Tedy p existuje nejvys
jeden.

Libovolny q € Q; je dosazitelny, tedy existuje u € ¥ takové, Ze 81 (q1,U)=0.
Zvolme p=8,"(gy,u) a dokazme, Ze plati (6).

(6) je ekvivalentni tvrzeni:

Yw e 78 (01,uw) € F18; (go,uw) € Fo

To ale plyne z predpokladu L(A1)=L(A2).
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Mizeme tedy poloZit h(q)=p <es. (6) plati pro p.q.
h je bijekce: p a q maji v (6) symetrické postaveni.

h je homomorfismus:

1. Z podm. (6) a ekvivalence A; a A, plyne h(g:1)=q2

2. pro libovolné q € Q; existuje u tak, Ze & (qu,u)=q.

h(31(0,8)) = h(81 (d1,ua)) = & (dz,ua) = 82(82 (2,U).a) = S2(h(81 (01,U)).a) =
32(n(a).a)

3.z (6) prow=e plyne q € F1< h(q) € F..

¢

Vlastnosti
reduktii

Disledek: Libovolné dva redukty daného kone¢ného automatu jsou izomorfni
(redukt je ur¢en jednoznacné az na izomorfismus).

Disledek: Mezi vSemi automaty ekvivalentnimi s danym automatem A ma
(libovolny) jeho redukt nejmensi pocet stavil.

Diikaz:

M¢jme tedy automat A, ktery ma n stavii a automat A, ktery je jeho reduktem
a ma ny stavi. Urc¢it€ plati n; < n. Pfedpokladejme, Ze existuje automat A
takovy, ze L(A)=L(A2) a A, ma n; stavu a plati np < n;.

Ale odtud plyne:

redukt Az automatu A, ma ng stavt a plati nz < n,, A, Az - jsou ekvivalentni a
jejich redukty A; a Az musi byt izomorfni, ale to je ve sporu s tim, Ze n3 < Ny
(n3<ny<ng<n).

Sporem jsme ukdzali, Ze mezi vSemi automaty ekvivalentnimi s danym
automatem A ma nejmensi pocet stavil jeho libovolny redukt.

Poznamka: Libovili v pojmenovani stavii odstranime pfevodem reduktu do
normovaného tvaru .

Normovani spociva vtom, ze oznaCujeme stavy arabskymi ¢islicemi od
vstupniho stavu. Prochazime sloupce v daném potadi symbolll tabulky a

v

arabskou Cislici. Pokracujeme se stavem s nasledujici arabskou Ccislici, ktery
jsme jesté neprochdzeli a aplikujeme stejny postup.

Algoritmus: Algoritmus pievodu KA do normovaného tvaru.
Vstup: KA A=(Q,X,3,00,F) bez nedosazitelnych stavii, mnozina X usporadana.
Vystup: KA B, ktery je ekvivalentni s A a je v normovaném tvaru.

Necht’ |Q| = n a prvky X jsou uspofadané v poradi az,a,... an.
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Ozn[qo]:=1;InvOzn[1]:=qo;

MnozOzn:={ qo};PoslOzn:=1,;

fori:=1tondo

forj:=1tomdo

begin

q:=38(InvOzn([i],a);

if g in MnozOzn then TAB[i,a]:=0zn[q]

else

begin

PoslOzn:=PoslOzn + 1;0zn[q]:=PoslOzn;
InvOzn[PoslOzn]:=q;MnozOzn:=MnozOzn { q};
TABi,a]:=PoslOzn;

end;

end;

V TAB oznacit pocatecni stav (1) a koncové stavy.

Poznédmka: Nedosazitelné stavy neni tfeba ve vstupu ptredchazejiciho algoritmu
odstranovat. Tabulka se zapliiuje jednoznacné, az do doby, kdy jsou vycCerpany
vSechny dosazitelné stavy. (Toto v piipad¢€, ze pouzijeme k vytvoreni reduktu
automatu postup uvedeny v poznamce za dikazem véty).

Pozndmka: Z véty v kapitole o uzavérovych vlastnostech vime, Ze Ize
algoritmicky ovéfovat, zda L(A;1)=L(A;) pro zadané KA A; a A. Jiny postup
nez v dikazu véty o uzévérovych vl. spociva v sestrojeni reduktli obou
automatll a v jejich prevodu do normovaného tvaru. Rovnaji-li se vysledné
tabulky (automaty), jsou A; a A, ekvivalentni, v opacném piipadé nikoliv.

2.6 Priklady redukce a normovani

ReSeny priklad 21:
Najdéte mnoziny vSech vzajemné ekvivalentnich stavli automatu A. (Proved’te
rozklad Q\~).
KA A:
o ot
— |A A B
B A |IC
C D |C
« |D D |C
ReSeni:
(Algoritmus)

Ro={1={D},1I={A,B,C}}
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C |I I

R.={1={D},1I={A,B},111={C}}

0 1
A |l I

B | i
Ro={I={D},lI={A},IlI={B},IV={C} }. Mnozinu Q nelze déle rozkladat a proto
Q\ ~=Ro.

ReSeny priklad 22:

Sestrojte podilovy automat automatu A:

Q\2 a |b
A H |G
<« |B B A
C E D
D D B
E C D
F F [E
< |G G |F
(H A |G
Reseni:
Ro={I={A,C,D,E,F,H}II={B,G}}
a |b
A {1l
c 1 |
DM
E I |l
F Ll
H I |1
a b
B |l I
G |l I

Ri={1={A,D,H}1I={C,E,F}lI={B,G}}
a |b
A I I
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D |l |l
H I Il
a b
Cc |l I
E |l |
F 1
a b
B I I
G |l I
Ro={1={A,D,H} II={C E},IlI={F}IV={B},V={G}}
a |b
Al [V
DI |IV
HIl [V
a b
Cc |l I
E |l I
Rs={I={A,H},11={D},111={C E},IV={F},V={B},VI={G}}
a |b
A I [VI
H I VI
a b
C |l I
E [l I

R4=R3=0Q\ ~ = {I={A H} I={D},11I={C,E},IV={F},V={B},VI={G}}
Podilovy automat:

Q\Z a b
| | VI
| | \%
1 1 1|
v v 1
«— |V \Y I
— VI VI AV

ReSeny priklad 23:
Preved’te nasledujici automat do redukovaného normovaného tvaru.
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KA A:
S !
— A D B
«— |B D B
C A IC
{D A IC
ReSeni:

Ro={1={B},II={A.C,D}}

c nu
D fn

Ry={I={B},11={A}11I={C,D}}

0 1
C |l i
D |l i

R,=R1=Q\ ~ = {I={B},II={A},11I={C,D}}

o |0 1
— | m
Il m -l
m i 1T

Tento automat je redukovany (neobsahuje Zadné nedosazitelné stavy a ani
zadné dva rizné vzajemné ekvivalentni stavy) a plati, ze rozpoznava stejny
jazyk jako plivodni automat. Je tedy reduktem a prevedeme jej do
normovaného tvaru.

o\
— |1
2
— 3

NN O

Wi W] -

Kontrolni ukol:
M¢jme automat A:
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Uzavérové vlastnosti a redukce KA

z

o\ 0 |1
— A D |B
«— |B D B

C A |C

D A |C

E D |B

Sestrojte podilovy automat automatu A a je-li vysledny automat reduktem
puvodniho automatu, pieved’te jej do normovaného tvaru.

ReSeni:
Ro={I={B},II={A,C,D,E}}
0 1
A |l |
c | 1|
D |l 1|
E |l |
Ri={I={B},II={A E},11I={C,D}}
0 1
A |l |
E (1N |
0 1
c | Il
D [l Il
R,=R1=Q\ ~ = {I={B},II={AE},11I={C,D}}.
o |0 1

Tento automat je redukovany (neobsahuje zadné nedosazitelné stavy a ani
zadné dva rizné vzijemné ekvivalentni stavy) a plati, Ze rozpoznava stejny
jazyk jako pivodni automat. Je tedy reduktem a pievedeme jej do
normovaného tvaru .

&
%

o ot
— |1 2 3
2 1 |2
— I3 2 13
Kontrolni ukol:
M¢jme automat A:
o ot
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— A D B
«— |B D B
C A |C
D A |C
E A D

Sestrojte podilovy automat automatu A a je-li vysledny automat reduktem
puvodniho automatu, pieved’te jej do normovaného tvaru.
ResSeni:

Ro={I={B},11={A,C,D.E}}

A I I
C |l I

R.={1={B},I1={A}11I={C,D,E}}

o [
c [n Jn
D u i

E n i
R:=Ri=Q\ ~ = {I={B},II={A},11I={C,D,E}}.
o [0 1
| T
I m |
m- i 1L

Tento automat je redukovany (neobsahuje Zadné nedosazitelné stavy a ani
zadné dva rizné vzajemné ekvivalentni stavy) a plati, ze rozpoznava stejny
jazyk jako plivodni automat. Je tedy reduktem a pievedeme jej do
normovaného tvaru.

(_
%

o\
— 1
2
— I3

NIF,|IN] O
wWiN|W| -

vvvvvv

- mnozinové a jazykové operace

- algoritmy pro sjednoceni, prinik, doplné€k, rozdil, zrcadlovy obraz

- uzavérové vlastnosti tfidy jazykl rozpoznatelnych KA

- rozhodnutelnost ekvivalence dvou automat pomoci mnozinovych operaci
- ekvivalentni stavy
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relace rozkladu

algoritmus redukce, podilovy automat, ekvivalence podilového automatu
redukt a jeho vlastnosti

normovany tvar reduktu



Regularni jazyky

3 Regularni jazyky

V této kapitole se dozvite:

e Jak je definovéan pojem regularniho jazyka.
e Jaky je vztah konecnych automatl a regularnich jazykt
e Jaké vlastnosti maji jazyky nerozpoznatelné¢ KA

Po jejim prostudovani byste méli byt schopni:

e Definovat regularni jazyk pomoci regularniho vyrazu.
e Konstruovat KA Kk regularnimu vyrazu.
e Dokazat, ze jazyk neni regularni.

Kli¢ova slova této kapitoly:

Regularni jazyk, regularni vyraz, Kleeneho véta, Nerodova véta.

Pruvodce studiem

Studium této kapitoly navazuje na predeslé pojmy a postupy. Opét se neucite
algoritmické postupy pro prevody (zejména prevod reguldrnich vyrazii na
konecné automaty). To vsak neni jedinym problémem kapitoly, navic se zde
overuji vlastnosti téchto algoritmickych konstrukci — provadeji se diikazy.
Nalezeni ditkazu — VvV nasem pripadé nastésti konstruktivniho typu (tedy pouze
overujeme, zda algoritmus vede ke korektnim vysledkiim) — byva pro studenty
informatiky nejobtiznéjsi dovednost.

Na studium této casti si vyhradte alesponi 10 hodin. Rozdélte si studium na
dobré pochopeni postupii-algoritmit a teprve po overeni pochopeni na

vvvvvv

V kapitolach minulych jste se seznamovali s automaty — tedy nastroji, které
rozpoznavaji jazyky (umoziuji Vam zjistit, zda slovo do jazyka patii). Jinak
feceno jsme analyzovali konkrétni jazyk pomoci automatu. Je vSak mozné se
na tento problém podivat z jiného — syntetick¢ého — hlediska. To znamena, ze
budeme chtit vytvaret (generovat) jazyk. K tomu nam slouzi (krom¢ gramatik,
které budeme studovat v druhé ¢asti) regularni vyrazy, které generuji regularni
jazyky. Muzete si je predstavit jako jakysi pfedpis (Sablonu), podle které jsou
slova z tohoto vyrazu tvofena. Jelikoz jsme v kapitolach 1 — 4 pomérné solidné
pokrocili s vykladem a mnohé jsme jiz naznalili pevné véfim, ze Vam tato
kapitola nebude délat velké problémy. Pokusme se jiZz nyni dat jednoduchy
ptiklad takového vyrazu:
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Regularni jazyky

Priklad:

Vyraz (a + b)*b generuje jazyk L sloZeny ze slov, kterd obsahuji libovolnou
kombinaci symbolll ,a‘ a ,b‘ a kon¢i na symbol b. Vidite, ze operace, které se
je iteraci a ,+‘ neznamena nic jiného nez variantu — ,a‘ nebo ,b".

L = {b,ab,bb,aab,abb,bab,bbb,...}

Regularni vyrazy nejsou opét pouze teorii bez vyznamu pro praxi. Uvédomte
si, ze vmnoha prostfedcich, které pouzivate jsou implementovany. Ve
vstupech tabulkovych procesort, databazi se setkate se vstupnimi filtry, které
umoziuji kontrolu, zda je naptiklad sprdvn¢ definovédno datum v riznych
tvarech (DD/MM/RRRR, RRMMDD, atd.). Nebo napfiklad ¢islo s desetinnou
carkou Ize definovat reguldrnim vyrazem.

Priklad:

Jazyk L Cisel s desetinnou teckou Ize intuitivné definovat takto:

GO+, 19+ 4,990 + ,1° +...+ ,99*.°(,0° +..+,9°) (,O° +...+ ,9)*

tedy L={0.1, 0.23,123.456,.....}

Tedy tento vyraz definuje ¢islo sloZzené na zacatku alespoil z jedné Cislice
(nebo vice), pak nasleduje desetinna tecka a pak opét alespon jedna ¢islice
(nebo vice).

3.1 Regularni jazyky a vyrazy

Regularni jazyk je takovy, ktery je vytvofen ze zékladnich symbolii abecedy
pouze s pomoci operaci sjednoceni, zietézeni a iterace (postupnou aplikaci
vV libovolném poctu a potadi). Citite asi, Zze to piesné¢ koresponduje
S operacemi, které se pouzivaji ve vySe zminénych vyrazech. Proto regularni
vyrazy generuji prave regularni jazyky. Definujme je nyni exaktné:

Definice 26: T¥Fida RJI(X) reguldrnich jazykii v koneéné abecedé X je
nejmensi tiida jazyki v abecedé X, ktera obsahuje jazyky & a { a} pro
vSechna a € , a je uzavirena na tzv. regularni operace, tj. operace U, °,
* (U sjednoceni,- ziretézeni,* iterace). Tedy pro lib. Lj,L; plati

L, e RJ(E):> LulL, e RJ(E)
L, e RJ(E):> L-L, e RJ(Z)
L; e RIZ)= L, e RI(Z)

Reguléarni vyrazy slouZzi k ptehlednéjSimu zapisu regularnich jazyk.
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Piiklad:

{e} e RI(2)

Dukaz:

@ e RIZ)

L e RI(EZ)= L e RIE)
& =*U{e}={e}

Definice 27: T¥idu RV (X) regularnich vyrazii nad abecedou T = { aj,ay,...
an} definujeme jako nejmensi mnoZinu slov v abecedé { aja,..
an,d,e,t,.,%,(,)}, D,e,+,,%,(,) € Z spliiujici nasledujici podminky:
e RV(Z), e e RV(XZ),ae RV(X) pro viechnaa €
a,p € RV(Z)=>(atp) € RV(Z) L
. € RV(E)=(a-B) € RV(Z) Regularni vyrazy
ap € RVE)=(a) € RV(D)

Kazdy regularni vyraz oznacuje (reprezentuje) konkrétni regularni jazyk.
& oznacuje jazyk &
e oznacuje jazyk { e}
a oznacuje jazyk { a} pro libovolné a €

Jestlize regularni vyraz o oznacuje Ly, a regularni vyraz 3 oznacuje Ly, pak
(ot B) oznacuje jazyk LiUL,
(o B) oznacuje jazyk L1 L,
o oznaduje jazyk (Ly)"

Obecné budeme jazyk reprezentovany regularnim vyrazem o znalit [a].
Budeme vynechéavat zbytecné zavorky (napf. vnéjSi par, zbytecné zavorky
vzhledem k asociativit¢ operaci U, -*), teCky (-), dalsi zavorky muizeme
vynechavat na zaklad¢ priorit operaci. ma véEtsi prioritu neZ - a ta ma veétsi
prioritu nez +.

Procvicte si pochopeni téchto pojml nyni na konstrukci vyrazii na téchto
feSenych piikladech:

ReSeny priklad 24:

L={w e {0,1}|w obsahuje podslovo 101 nebo kon& podslovem 00
predchazenym libovolnym poctem trojic 011}.

o = (0+1)" 101(0+1)" +(011)" 00

L=[a]

N
AN

ReSeny priklad 25:
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L={w e {0,1} |w=uv, u obsahuje sudy podet symboli 0, v obsahuje slovo
11}).

Regularni vyraz popisujici tento jazyk:

(10101) (1+0) 11(0+1)

Vi*ditg, Ze tento vyraz rozdeluje slova*na dvé éjisti — prvni fesi sudy pocet nul
(10101) adruha podslovo 11 (1+0) 11(0+1) .

Reseny piiklad 26:

L={w e {0,1} |w=uv, u kon&i symbolem 1, v obsahuje slovo 11}).
Regularni vyraz popisujici tento jazyk:

(1+0) "1(1+0) "11(0+1)"

Na piikladech jste vidé€li, ze jsou velmi podobné konstrukci automatt.
V podstaté regularni vyraz je laicky feceno jen jinym zplsobem, jak popisovat
stejnou tfidu jazykd. Tento fakt je ale tfeba piesné exaktné¢ formulovat a
dokazat. Uvidite, ze to neni nijak slozité. Formulujeme si vétu, ktera ik, ze ke
kazdému vyrazu lze sestrojit automat a naopak, Ze automat rozpoznava jazyk,
ktery je regularni. Jde o velmi zdsadni vlastnost v teorii formalnich jazyka,
proto prosim vénujte jak tvrzeni (Kleeneho véta), tak dikazu patficnou
pozornost. Dukaz je opét konstruktivni a jeho postup nam umozni formulovat i
algoritmus v dalsi podkapitole, diky némuz budete schopni ke kazdému vyrazu
sestrojit kone¢ny automat naprosto automaticky. Tvrzeni se da rozd¢lit do dvou
Vet

Véta 14: Kazdy regularni jazyk je rozpoznatelny koneénym
automatem.
Diikaz:

Snadno sestrojime automaty pro jazyky & a {a} (a € X). Zbytek plyne z vét o
uzavienosti tfidy F vi¢i regularnim operacim — sjednoceni a zfet€zeni Rj_s KA
z minulé kapitoly. Poznamka: Dlkazy zminénych vét obsahuji navod k

sestaveni algoritmu, ktery k libovolnému regularnimu vyrazu o sestroji

ZNKA rozpoznavajici jazyk [a]. Pocet stavli automatu A zhruba odpovida
délce o.

Druhy smér je téz8i na dokazovani. Presto se pokuste jej pochopit. Spociva
V tom, Ze analyzujeme, do jakych stavii se miiZze automat dostavat (a jazyky
slov, které jej do téchto stavli dostavaji). Pak vymezime, které z téchto mnozin
tvoti jazyk rozpozndvany automatem a dokazeme, ze k jeho sloZeni neni tfeba
jinych operaci nez sjednoceni, zfetézeni a iterace. Z toho logicky vyplyva, ze
jazyk je regulérni.

Véta 15: Kazdy jazyk rozpoznatelny kone€nym automatem je
regularni.

Diikaz:
Necht A=(Q,Z,3,q1,F) je kone¢ny automat rozpoznavajici L. Necht’
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Q={ q,...,.qn}(uspordadame stavy)

Pro kazdé i,j (1 <1, j £ n) definujme

Rij={ w € 2*|6*(qi,W):qj} (coz jsou mnoziny slov, na které se automat
dostane ze stavu i do j)

tj. jako mnozinu slov, kterd prevadéji automat ze stavu q; do stavu gj. Zfejme
plati, ze

(3) (jazyk je konecnym sjednocenim takovych
mnozin)

LA)=L= U Ry

g < F

Staci proto dokazat, ze kazdé Rjj je regularni jazyk. Protoze L vznika podle (3)
kone¢nym sjednocenim (tj. koneénym poctem regularnich operaci) z jistych
Ryj, plyne z regulérnosti le, zeiL je regulérni

Definujme R.J jako mnozinu slov pievadéjicich automat ze stavu q; do stavu Gj
bez meziprichodu jakymkoli stavem qm takovym, ze m > k. Pro kazdé i, je
ziejmé Rji=R;j", a proto stai dokazat, ze Rijk je reguldrni pro vSechna 1,j,k (1 <
i,j,k <n).

Dtikaz tohoto tvrzeni provedeme indukci podle k.

Indukéni predpoklad: Pro libovolna i, je Rijo mnozina slov, ktera pievedou
automat ze stavu g; do stavu @; bez mezipriichodt jakymkoli stavem. Takova
slova, pokud viibec existuji maji délku nejvyse 1. Je tedy

Ri’ ¢ Zu{ e}

a proto je pro libovolna i,j mnozina R.J regularni.

Indukéni krok: Predpoklade_]me ze pro jisté k (0 < k <n) a vSechna 1, _]e R.Jk
regularni. Dok4zeme, ze Rjj o je regularni pro libovolna 1,j. Rj “*1 totiz mizeme
vyjadfit ve tvaru

Rif "' =Ri*URi k1" (R ie1) Riwnj  (4)

nebot’ jestlize w prevadi automat z q; do 0j bez meziprichodu stavem s
indexem vy$$im nez k+1, mohou nastat tyto moZznosti:

Nedojde ani k jednomu priichodu stavem gg+1. Potom w e Rijk.

Dojde k m meziprichodiim stavem qy+1 (M > 1). Potom Ize slovo w vyjadfit ve
tvaru w=uvy V... Vp1z, kde m dé€licich bodl mezi slovy u,vi,Vz,...,.Vm-1,Z
odpovida jednotlivym meziprichodiim stavem qy+1. Potom je

ue Ri,k+1k, Ze Rk+1,jk, Vp € Rk+1,k+1k

pro vSechna p (1 <p <m-1).

Proto je

w e R; k+1k (Ris1, k+1k)* Rk+11k

Mnozina na pravé strané rovnosti je tvofena Ctyimi regularnimi operacemi z
jazyka, které jsou podle indukéniho pfedpokladu regularni. Je tedy takeé R.JkJ'1
regularni pro vSechna i,j. Tim je dikaz dokoncen.

Obé tato tvrzeni pak dohromady tvofi Kleeneho vétu:

Véta 16: (Kleene ) Libovolny jazyk je regularni, pravé tehdy kdyz je
rozpoznatelny kone¢nym automatem.

Dukaz:
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Ditsledek dvou vét predchozich.

Véta 17: Podle véty o uzavérovych vlastnostech (uzavienost F vuéi
priniku a dopliku) lze mezi regulirni operace pribrat operace
priniku i doplitku. Regularni vyrazy miiZeme obohatit o symboly &,—,
kde a&p predstavuje jazyk [a]N[B] @ —a oznacuje —[a].

Dalsi operaci,kterou muzeme u regularnich jazyku realizovat je substituce a

homomorfismus. Nejde o nic jiného nez o nahrazeni symbolu celym jazykem.

Tedy jde o jakési dosazeni do ,,proménné“. Pokud je to co dosazujeme

regularni jazyk, pak vznikne opé€t regularni jazyk.

Definice 28: Necht’ ¥ je kone¢na abeceda a pro kazdé a € X je dan jazyk
o(a) v abecedé A,. PoloZzme o(e)={ e} a o(uv)=c(u)o(v) pro kazdé u,v €
>". Potom zobrazeni 6:X — P(A*), kde A = U, ¢ 5A; se nazyva substituce
. Pro kazdy jazyk L < > definujeme o(L)=ger Uw < LO(W) a Fikame, Ze
o(L) vznikl substituci o z jazyka L. Substituce o, u niz pro kazdé a € X
obsahuje o(a) jediné slovo, se mnazyva homomorfismus
Homomorfismus lze tedy povaZovat za zobrazeni 6:Z — A’

Véta 18: Necht’ T je konecna abeceda a o je regularni substituce, tzn.
c(a) je regularni jazyk pro kazdé a € X. Potom pro libovolny regularni
jazyk L je o(L) také regularni.

Diikaz:

Necht’ a je regularni vyraz reprezentujici L a a, (@ € ) jsou regularni vyrazy
reprezentujici o(a)(a € X). Jestlize pro kazdé a € ¥ dosadime do a za kazdy
vyskyt symbolu a vyraz o,, dostaneme ziejmé reguldrni vyraz reprezentujici
o(L).

3.2 Sestrojeni automatu (ZNKA) k regularnimu vyrazu

Na sestrojeni automatu k regularnimu vyrazu muzete pouzit dva pfistupy. Prvni
spo¢iva v postupné dekompozici vyrazu na men$i Casti podle regularnich
operaci a sestrojovani schémat (pfipominajicich automaty), kterd nemusi mit ve
svych prechodech pouze symboly, ale celé Casti vyrazu. Az pak dojdeme na
symboly, mame k dispozici zobecnény nedeterministicky automat, ktery jiz
muZeme prevést na deterministicky zndmymi postupy.

Konstrukce automatu k regularniho vyrazu (rozklad):
1. M¢éjme zadan vyraz y
2. Kvyrazu sestrojime schéma podle jeho struktury:

- je-liy=(a+ p), pak
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Konstrukce

@ o R Q_» ZNKA k vyrazu

p

- Je-liy=(a - p), pak
o p
~-O~—0OCr

- je-liy=(a)*, pak

3. Postup z bodu 2. aplikujeme na kazdou nové dekomponovanou
¢ast vyrazu az jsou vSechny piechody ve schématu pouze
symboly abecedy

ReSeny priklad 27:

M¢éjme vyraz (a + b)*b. K nému postupnou dekompozici sestrojime ZNKA:

—»( > (a+b)*© b : : AN
—> (a+b) b Q_’
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Na zakladé¢ dikazu tvrzeni, ze ke kazdému reguldrnimu vyrazu existuje
automat mazeme sestavit algoritmus pro takovou konstrukci. Tento postup je
opacny k dekompozici podle algoritmu uvedeného vyse.

Konstrukce automatu k regularniho vyrazu (skladani):
1. M¢jme zadéan vyraz y
2. Rozdélime vyraz na jednotlivé symboly
3. Jednotlivé casti spolu spojujeme pomoci regularnich
operaci algoritmy pro automatové operace z piredchozi
kapitoly az sestrojime vyraz y

ReSeny priklad 28: 3
Sestrojte KA, ktery rozpoznava jazyk [(1+0) 11].
ReSeni:

1. Zkonstruujeme automat, rozpoznavajici jazyk [1] a automat, rozpoznavajici

jazyk [0].

1 0
O——» 0O 0 O\
[1] [0]
2. Zkonstruujeme automat, rozpoznavajici jazyk [1+0], vyuZijeme

automaty pro [1] a [O].

7 "

o 0O

3. Zkonstruujeme automat, rozpoznavajici jazyk [(1+0)*], vyuzijeme
automat pro [1+0].

4. Zkonstruujeme automat, rozpoznavajici jazyk [(1+0) 1], vyuZijeme automat
pro [(1+0)] a pro [1].

5. Zkonstruujeme automat, rozpoznavajici jazyk [(1+0)11], vyuZijeme
automat pro [(1+0) 1] a pro [1].
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[(1+0)1]

[(1+0)"11
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3.3 Prava kongruence a Nerodova véta

Az do této kapitoly jsme se zabyvali jazyky, ke kterym lze sestrojovat kone¢né
automaty. Jiz na pocatku studia jsme si ale naznacili, ze jazyky jsou rtizné
slozité. Rekli jsme si také, Ze regularni jazyky jsou témi nejjednodusimi
jazyky v hierarchii jazykd. Uvadéli jsme si, ze nad touto tfidou jsou jazyky
bezkontextové — mezi které patii napiiklad umélé programovaci jazyky. Je tedy
jasné, ze pro nékteré jazyky, jiz nebude mozno sestrojit kone¢ny automat —
nebudou regulérni. Jejich charakteristika odpovida tomu, ¢eho neni schopen
dosahnout kone¢ny automat. Nejtypi¢t&jsim piikladem je jazyk L = { 0"1", kde
n > 0}. Jde tedy o jazyk, ktery obsahuje na pocatku jisty pocet nul a za nimi
nasleduje stejny pocet jedni¢ek. Aby bylo mozné rozpoznat takovy jazyk,
musel by kone¢ny automat umét ,,spocitat™ pocet nul. Jenze to je pravé véc,
kterou neumi. JelikoZ ma kone¢ny pocet stavli, nemlZe si nijak pamatovat,
kolik jich uz ptislo. Uméli bychom sice ud¢€lat automaty postupné pro slova:
€,01,0011, ... , jenZ problém je v tom, Ze pii vytvafeni sjednoceni takovych
automatli by ndm vznikl automat s nekonecnym poctem stavii, coz neni
kone¢ny automat.

Rozpoznat takovy jazyk je mozné diky charakterizace pomoci pravé
kongruence a pomoci velmi dilezité Nerodovy véty. Proto této vété vénujte
stejnou pozornost jako naptiklad vété Kleeneho. Dava Vam totiz nastroj, jak
dokazovat, ze jazyk neni regularni. Myslenka, kterou jsme uvedli v pfedchozim
odstavci je sice logicka, ale nejde o exaktni dikaz. Ten Vam u vSech ptikladi
poskytne pravé Nerodova véta. Intuitivné lze samoziejmé fict, Ze jazyk ktery
Vv sob& obsahuje jistou zavislost (to je 0"1" — tedy zavislost poétu nul a
jednicek) neni regularni.

Pokud chceme pochopit, co je prava kongruence, podivejme se nejprve na
rozdéleni slov pomoci automatu A;. Rozdélime je do mnozin podle toho, do
jakého stavu se z pocate¢niho na n¢ dostaneme.

a
a
a b
b a b
» O » O » O » O

o 1 ,/(12 / q3
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Jak A; rozdéluje {a,b}" ?

g3 odpovidajici tiida Az={w|w kon¢i bab}

g2 odpovidajici tiida A,={w|w kon¢i ba}

g: odpovidajici tiida A;={w|w kon¢i b, ale ne bab}

go odpovidajici tiida Ao={w|w kon¢i a, ale ne ba}\U{e} (ostatni posloupnosti)
Miizeme pozorovat, Ze plati: Yu,v,w € {a,b} plati:

jestlize u,v € A pro n&jaké i (i € {0,1,2,3}), pak uw,vw € A; pro néjaké j (j
{0,1,2,3}).

To znamena, Ze kdyZz néjaka dvé slova lezi ve stejné tfidé a ptidame k nim
stejné slovo, pak tato zietézena slova budou opét pattit do stejné tiidy.

Neformalni charakteristika jazykli rozpoznatelnych konecnymi automaty:
Jazyk L je rozpoznatelny konecnym automatem, pravé tehdy kdyz existuje
kone¢ny rozklad mnoziny " takovy, Ze pro oznaceni jeho tfid Aj,Az,... A
plati:

YUuV,W e Z*jestliie u,v € A, prongjaké i (i € {1,2,... n}), pak uw,vw

€ Aj, pronéjaké j (j € {1,2,... n})

pfi¢emz L je sjednocenim nékterych tfid tohoto rozkladu.

Definice 29: Necht’ I je koneéna abeceda a ~ je relace ekvivalence na .
Relace ~ se nazyva pravou kongruenci , jestlize
YuvweX :u~v=uw~vw(l)

Véta 19: Necht’ ~ je ekvivalence na X', kde  je kone¢na abeceda. Pak
~ je prava kongruence pravé tehdy, kdyz

YuveX, aeZ u~v=ua~va(2)

(neboli [u]=[v]= [ua]=[va]).

Diikaz:

1. Jestlize ~ je prava kongruence, pak plati (2) - trivialni z definice.

2. Jestlize plati (2), pak plati (1) a tedy ~je prava kongruence; dokazeme
indukci podle délky w.

a) [w| =0 ... trivialni
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b) predpokladejme, Ze (1) plati pro vSechna w, |w| < n (n > 0) (induk¢ni
predpoklad) a dokazme (1) pro w'=w a, kde |W”| =nae .

V4 1ndukcn1ho predpokladu plyne u~v= uw ~ww, podle predpokladu (2)
UW ~VW = uw a~vw a, tedy U ~v=> uw' ~ vw', &im je vztah (1) dokézan
pro vSechna w, |w| < n+1.

Véta 20: (Nerode) Necht’ L je jazyk nad kone¢nou abecedou X. Pak L
je rozpoznatelny koneénym automatem pravé tehdy, kdyZz existuje
prava kongruence ~na mnoZiné X', ktera je kone&ného indexu a pro
niz plati, 7e L je sjednocenim jistych tiid rozkladu £ /~. (O relaci
ekvivalence ~ na mnoziné M Fikame, Ze je konecného indexu , jestlize
rozklad M/ ~ ma koneény pocet tifid.)

Diikaz:

1. Necht L je rozpoznavan automatem A=(Q,X,5,qo, F). Definujme relaci
ekvivalence ~ na mnoziné ¥~ predpisem u ~ V<ger, 5 (qo,u)=8* (o,v) Yu,v €
»". Relace ~ je kone&ného indexu vzhledem ke koneénosti mnoziny Q, navic je
pravou kongruenci, nebot’ z & (qo,u)=8" (qo,v) plyne 8" (go,ua)=8" (qo,va) pro
lib. a € £ (U~V = ua~va). L je sjednocenim jistych tfid rozkladu X / ~,
protoze L={ w € 8" (qo,W) € F}=Ug c e{ W € Z'|5" (qo,W)=0}.

2. Necht’ ~ je prava kongruence konetného indexu na ¥ a necht’ existuji tiidy
ALA,,... A, rozkladu X7 / ~ takové, Ze L=Us < i < nAi. Definujme automat A
=(Q,%,8,q0, F) nasledovng: Q=%"/~, qo=[e], F={ A1, As,... A.} a & je zad4na
predpisem 8([u],a)=[ua] pro viechna u € X', a € X. § je definovana korektng,
protoZe pro viechna u,v € ¥ plati: ([u]=[v] znamen4, Ze u ~ v, odtud plyne
ua ~va, coz znamena [ua]=[va] a tedy &([u],a)=d([v],a)). Zbyva ovéfit, Ze
L(A)=L.

w € L (w € Av(w € Av..v(W €
A;n)<:>([w]:A1)v([W]:A2)v...v*([w]:An)c>(8*([e],W):Al)v...v(é‘)*([e],W):An)<:>
o ([e]l,w) € { A1, Az,...,.An}=0 ([e]w) € F& w e L(A).

Dulezité tedy je, Ze pokud jazyk je regularni, pak pro n€j musi existovat prava
kongruence, kterd (coz je nejdulezitéjsi) rozklada vSechna slova do konecné
mnoha t¥id. Déle se podivame, jak se tento pfistup aplikuje pti dokazovani, ze
jazyky nejsou regularni.

3.4 Aplikace Nerodovy véty

Nerodovu vétu lze pro dokazovani, Ze jazyk neni reguldrni, vyuZzit principem
nepiimého ditkkazu, ktery jiz znate z matematiky ¢i logiky. Jde o to, ze o jazyku
predpokladame, Ze je regularni a pak pro n€j musi platit tvrzeni Nerodovy véty.
Ptredpokladame tedy, ze existuje prava kongruence konecného indexu. Pak uz
jen staci najit dvé slova, ke kterym ptfidame tieti slovo, tak aby jedno ze
zietézenych slov bylo zjazyka a druhé ne. To pak zplisobi spor, nebot
nemohou byt dvé slova ze stejné tfidy, pokud plati vlastnosti pravé
kongruence. Blize to uvidite na nasledujicich piikladech:
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Kontrolni otazka:
Dokazte, ze jazyk L={0"1"; n > 0} neni rozpoznatelny kone¢nym automatem.

ResSeni:

Diikaz povedeme sporem. Predpoklddame tedy, Zze L je rozpoznatelny
kone¢nym automatem, tzn. podle Nerodovy véty existuje prava kongruence
~na mnoz. {0,1}*, kone¢ného indexu takova, ze L je sjednocenim jistych tiid
{01}/ ~.

Odtud plyne, Ze rozklad {0,1}"/ ~ ma no tid.

Vezméme slova:

0, 00, 00, 000, ..., 0" (slov jsme vybrali (ng+1), je jich tedy o jedno vice nez
je tfid rozkladu)

= 3ij € {1,2,3,..n0*1}, i # j tak, 2 0' ~ 0, N N
(protoZe ~ je prava kongruence) = 0'1' ~ 0'1', a zde plati, ze 0'1' e L, 0'1' ¢ L,
coz je spor: dv¢ slova jsou kongruentni (patti do téze tfidy rozkladu) a jedno z
nich do L patii a druhé do L nepatii (spor s tim, ze L je sjednocenim jistych tiid
rozkladu {0,1}/ ~).

= L={0"1"; n > 0} neni rozpoznatelny KA.

Kontrolni otazka:

Dokazte, ze jazyk L= {b2kakc; k> 0} neni rozpoznatelny koneénym automatem.
ReSeni:

Dtkaz povedeme sporem. Predpokladdme tedy, ze L je rozpoznatelny
konecnym automatem, tzn. podle Nerodovy véty existuje prava kongruence
~ na mnoz. {a,b,c}*, kone¢ného indexu takova, ze L je sjednocenim jistych tiid
{ab,c}/~.

Odtud plyne, Ze rozklad {a,b,c}"/ ~ ma n tid.

Vezméme slova:

b? b* b®, b?, ..., b*™Y (slov jsme vybrali (n+1), je jich tedy o jedno vice ne je
tfid rozkladu)

= 3i,j € {1,2,3,..,n+1}, i #j tak, ze b> ~ b%,

(protoze ~ je prava kongruence) = b%a'c ~ b¥a'c, a zde plati, ze bZalc e L,
bPalc ¢ L,

coZ je spor: dve slova jsou kongruentni a jedno z nich do L patii a druhé do L
nepatii (spor s tim, e L je sjednocenim jistych tiid rozkladu {a,b,c}/ ~).

= L={b*ac; k > 0} neni rozpoznatelny KA.

Dal§i moznosti jak dokazovat neregularitu jazyka je vyuziti mnozinovych
operaci a dikazii pfedchozich.

ReSeny priklad 29:

Ukazeme, ze jazyk Lo={ w € { 0,1} |w obsahuje stejny pocet nul a jednicek}
neni rozpoznatelny kone¢nym automatem.

Dtikaz: by bylo mozné provést pfimym uZzitim Nerodovy véty. Jestlize uz ale

vime, Ze jazyk
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L={0'1%i>1}

neni rozpoznatelny koneénym automatem, Ize diikaz vést jednoduseji. _
Predpokladame, Ze L; je rozpoznatelny kone¢nym automatem. Protoze L;={ 0'
1i,j > 1} je rozpoznatelny konednym automatem, je podle véty 15 také LinL,
rozpoznatelny konenym automatem. Ale

LinL={0"1";n>1}=L

To je spor s tim, Ze L neni rozpoznatelny kone¢nym automatem, a proto L,
neni rozpoznatelny kone¢nym automatem.

Nejdiilezitéjsi probrané pojmy:

- regularni jazyk, regularni vyraz

- ekvivalence regularnich jazyki a jazykl rozpoznatelnych konecnymi
automaty (Kleeneho véta + dikaz)

- konstrukce ZNKA k regularnimu vyrazu

- prava kongruence

- Nerodova véta

- aplikace Nerodovy véty pii dikazech, Ze jazyk neni regularni

Ukoly k textu:

1. Dokazte, ze jazyk L= {bk+2a2k; k> 0} neni regularni.

2. Sestrojte regularni vyraz rozpoznavajici jazyk

L={w e {a,b} |w kon&i symbolem ,a‘ nebo obsahuje ,bab‘}.

3. Pfeved'te vyraz z tkolu 1 na DKA.

4.  Lze sestrojit regularni vyraz ke kazdému konecnému automatu?

Korespondenc¢ni tikol:

Cast 1:

a. Pro regularni jazyk L= [(a + ba*)*(b + c)*(cc)*] sestrojte DKA
(libovolnym zptisobem).

b. Automat z bodu a. pfeved’te do normovaného redukovaného tvaru.

Cast 2:

Navrhnéte (jakymkoliv postupem) konecné automaty, které rozpoznavaji
nasledujici jazyky:

L1 = {w; w € {0,1}*, w obsahuje lichy pocet symboli 0 a zaroven sudy (i
nulovy) pocet symbola 1}

L2={w; w € {0,1}*, w obsahuje posloupnost 011}

Sestrojte deterministicky kone¢ny automat, ktery rozpoznava prinik jazyki L1
a L2 a to pomoci algoritmu na prinik dvou automat.

Cast 3:

Lze pfesné danym postupem pro libovolné 2 reguldrni jazyky zjistit, zda
rozpoznavaji stejny jazyk? Své tvrzeni zdivodnéte.
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4 Bezkontextové gramatiky a jazyky

Cil:
Po prostudovani této kapitoly pochopite:

e co je bezkontextova gramatika
e jak pojem gramatiky souvisi s jazykem
e vztah regulérnich gramatik k regularnim jazykim

Naudite se:

e tvorfit automaty pro jednoduché bezkontextové jazyky
e prevadét regularni gramatiky na automaty a naopak

Pruvodce studiem

Nyni se v nasem studiu dostavame do druhé casti. V predchozich kapitolach
jsme se zabyvali tridou jazykii rozpoznatelnych konecnymi automaty resp.
regularnimi jazyky. Videli jste, Ze existuji i jazyky, které nejsou regularni.
Konecné automaty jsou pro né prilis , slabé”, nedokazi je rozpoznavat a
regularni vyrazy je nemohou generovat. Proto by bylo rozumné se ptdt, zda
neexistuji ndstroje, které nam umozni tyto jazyky generovat a analyzovat.
Takové ndstroje existuji a postupné se s nimi i s jejich viastnostmi seznamime a
opét se naucite vytvaret k jazykiim jejich instance.

Teémito nastroji jsou bezkontextova gramatika a zadsobnikovy automat. Pojem
gramatiky jsme si jiz ¢aste¢né objasnili na intuitivnim ptikladé v kapitole 1. Je
to prostfedek, jak na zdklad¢ pravidel 1ze generovat (terminélni) slova v jisté
(terminalni) abeced¢ pomoci postupného dosazovani do netermindlnich
symboli (proménnych). Obclerstvéte si tyto pojmy v paméti. Zasobnikovy
automat je kone¢ny automat, ktery méa vSak navic moZnost pracovat s jistym
druhem pamétového zatizeni — zasobnikem, na ktery si miize ukladat symboly
a vybirat je zpét. Nicméné muze tak €init pouze pfistupem — posledni dovnitf,
prvni ven (to znamena muZze zapisovat jen na vrchol zasobniku — struktura
LIFO, jak ji znate z algoritmizace). Naucite se tyto struktury pouzivat a takeé si
ukazeme jejich specialni tvary. Stejné jako u regularnich jazyka si pak
ukdZzeme, Ze jejich vypoletni sila — tfida jazykd rozpoznatelnych
zasobnikovymi automaty a bezkontextovych jazykli  generovanych
bezkontextovymi gramatikami — je totoZna.

Podivejme se nejprve na priiklad, jak se s bezkontextovymi gramatikami
pracuje a pak si zavedeme jejich formalni definice. Uvadéli jsme si, ze jazyk
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L={0"1"; n > 0} neni rozpoznatelny koneénym automatem. Existuje v§ak velice
jednoduché bezkontextova gramatika, ktera tento jazyk generuje:

Tato gramatika ma vstupni abecedu (terminalnich symbolt) — {0,1}, abecedu
proménnych (neterminali) — {S}, neterminal, od kterého se generovani
(odvozovani) vzdy za¢ind urceny jako S a tato dvé pravidla, urcujici moznosti
,dosazeni“ za proménné:

S— 081, S— ..

Tato pravidla umoziuji bud’ dosadit za S fetézec 0S1 (obsahuje opét v sobé S),
nebo ukoncit toto generovani slovem prazdnym. Diky tomu, ze vzdy ke kazdé
nule na levé stran¢ slova doddme jednicku na pravé stran¢ slova, mizeme si
takto ,,napumpovat™ kolik chceme nul a jednicek, ovSem jediné ve stejném
poctu. Toto kone¢ny automat ani regularni vyraz neumél. V gramatice pak
muzeme provadét odvozeni termindlnich slov (kterd budou vSechna vytvaret
jazyk), napft. takto

S = 0S1 = 00S11 = 0011

(v poslednim kroku jsme pouzili pravidlo na prazdné slovo, ¢imz jsme se zbavili
S a dostali slovo slozené jen z terminalii).

4.1 Bezkontextova gramatika a bezkontextovy jazyk

Jak uvidime v posledni kapitole, pojem gramatiky lze zobecnit. Tim
dosdhneme i daleko vétsi sily nez poskytuje bezkontextova gramatika. Obecny
pojem gramatiky:

Gramatika G je uréena koneénou mnozinou netermindlii (neterminalnich
symbolil - proménnych), kone¢nou mnozinou termindli, kterd nemd spole¢né
prvky s mnoZinou neterminal, pocdtecnim netermindlem a konecnou
soustavou (mnozin0u) prepisovacich pravidel typu o—p, (o piepi$ na B), kde
o, P jsou fetézece z neterminalll a terminall, navic o €.

Gramatika, ozna¢me ji G, mize byt chapana jako ¢tverice G=(I1,%,S,P)

IT je mnozina neterminald,

¥ je mnozina terminald, [1NE = &

S e IT je pocate¢ni neterminal,

P je kone¢nd mnozina ptepisovacich pravidel.

Bezkontextovd gramatika se od tohoto obecného pojmu odliSuje tim, ze
pfipousti, aby pfepisovaci pravidlo mélo pouze tvar X—o, to znamend Ze
pouze miizeme piepisovat vzdy jednu promeénnou na fetézec proménnych i
terminali.

Definice 30: Bezkontextova gramatika (BKG) je urfena kone¢nou
mnoZinou netermindlit (neterminalnich symboli - proménnych),
kone¢nou mnozinou termindlii, ktera nema spole¢né prvky s mnoZinou
neterminali, pocdtecnim netermindlem a konefnou soustavou
(mnoZinou) pi‘episovacich pravidel typu X—a, (X prepis na a), kde X je
neterminal a a je Fetézec z neterminali a terminalu.

Bezkontextova gramatika, ozna¢me ji G, miZe byt chapana jako ¢tverice

G=(IL,Z,S,P)
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IT je mnoZina neterminali,

Y je mnoZina terminald, IINX = &

S € I1 je poéateéni neterminal,

P je konecna mnoZina prepisovacich pravidel.

V takto definované gramatice miizeme pak odvozovat slova, jak jsme vidéli na
prikladu.

Definice 31: Necht’ G=(I1,Z,S,P) je bezkontextova gramatika a necht’ a,f3
e (IIUZ)".
Rekneme, Ze o se piimo piepiSe na B podle pravidel gramatiky G, oznadime
o=¢ B (nebo o=, pokud je zfejmé o jakou G se jednd), prave tehdy, kdyz Odvozeni
existuje y1,72,8 € (ITUX) a X e IT takové, Ze: v gramatice
o = vy1 Xy2; B = v10y2; X—9 patii do P
Rekneme, ¢ o se pFepiSe na P, znatime o=¢ P (nebo a="B), jestlize
existuje posloupnost (*) vo,y1,y2...yn prvkit (ITUZ)" (pro n&jaké n > 0) takova,
ze:
O = Y0=>G Y1=>G Y2=>G Y3=G-- =G Yn-1=>G6 Yn = P
Posloupnost (*) nazveme odvozeni (derivace) slova 3 ze slova a.
Jazyk generovany gramatikou G, ozna¢me jej L(Q), je definovan nasledovné:
L(G)={ ww € 2" a S=¢ W}

Stejné jako u konecnych automatti, mizeme definovat pojem ekvivalentnich
gramatik. Opét ptjde o gramatiku, kterd generuje stejny jazyk. Ptikladem budiz
ekvivalentni gramatika ke gramatice v ptikladu:

S— ASB, S— ¢, A—> 0, B— 1 (pfidali jsme neterminaly A,B)

Definice 32: Bezkontextové gramatiky Gi1,G, nazveme ekvivalentni, pravé
kdyi L(Gl):L(Gz).

Definice 33: Bezkontextovy jazyk (BKJ) je jazyk (jazyk L < X pro
néjakou konecnou abecedu X) generovany néjakou bezkontextovou ;. .. ... . -
gramatikou (tedy L=L(G) pro néjakou bezkontextovou gramatiku gramatika

G). Bezkontextovy

: . o A jazyk
Bezkontextovy jazyk tedy tvofi vSechna termindlni slova, ktera mulZeme Jazy

odvodit z po¢ate¢niho neterminalu.

Poznamka:
= je reflefivni a tranzitivni uzavér relace =.

a=>c P Gasto Gteme "o generuje B", "z o se odvodi B apod.
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odvozeni (*) nazveme minimalni, jestlize yi # y; Vi # j; je zfejmé, ze kdyz
a="PB, pak Ize B odvodit z o n&jakym minimalnim odvozenim. Déle budeme
odvozenim (derivaci) myslet minimalni odvozeni.

obvykle

jednotlivé terminaly znac¢ime - a,b,c...

fetézce terminalu znacime - U,V,W...

jednotlivé neterminaly - A,B,C... X)Y,Z

fetézce neterminali a terminala - o,B,y...

Prazdné slovo budeme nékdy oznacovat také jako e, stejné jako tomu bylo jiz u
automatd.

Poznamka: Bezkontextovou gramatiku obvykle budeme zadavat pouze
mnozinou piepisovacich pravidel. Budeme-li neterminaly oznacovat velkymi
pismeny, termindly jinak a pocatecni netermindl S, pak budou vSechny
parametry gramatiky zfejmé.

4.2 Tvorba gramatik k bezkontextovym jazykim

Podivejme se na nékteré feSené piiklady tvorby bezkontextovych gramatik:

ReSeny priklad 30:
Sestrojte bezkontextovou gramatiku G; tak, aby L(Gj)=L;; 1 <i<7

Li={w e {0,1}"; w=1%0%; k > 0}

Reseni: G;:
S— 1S0,S— e.

Tento ptiklad nam ukazuje, jak lze realizovat konstrukci pro typicky ptiklad
jazyka, ktery neni regularni, jak jsme poznali v pfedchézejicich
kapitolach.Chcete-li zarucit stejny pocet symbolli na opacnych stranach slova,
pak je musite v jednom pravidle uvést na piislusnych mistech od stejného
netermindlu (to samoziejmée neni jediny zplisob — ale ostatni budou principialné
podobné).

ReSeny priklad 31: _
L={w e {0,1}"; w=(011)'101%0"; j,k > 0}

ReSeni: G,:
S— ABC, A— 011A, A—> e, B— 10,C— 1C0,C— 0.

Vidite, Ze stejné jako u automatl je n€kdy dobré si slozity problém rozdélit na
podproblémy. Zde jsme si rozd€lili generovani celého slova na netermindly
ABC. A generuje regularni jazyk A = [(011)*], regularni jazyk (jedno slovo) B
= [10], bezkontextovy jazyk, ktery jiZ umime generovat (témei) C = { 10%* k
> 0}. Posledni zminovany jazyk je jednoduchou modifikaci z ilustrativniho
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piikladu z pocatku kapitoly. Lisi se tim, Ze generovani nekon¢i prazdnym
slovem, ale symbolem 0, ktery ma byt na pravé stran¢ vzdy navic.

ReSeny priklad 32:
Ls={w e {0,1}"; w=1uu0;u e {0,1}"}

Reseni: Gs:
S— 1A0, A— 1B1, A~ 0B0, B— ¢,B— 1B1, B— 0BO0.

Pokud chcete zajistit jako v tomto piipadé, aby se rozpoznaval zrcadlovy obraz
(tedy &m u zadind tim u® kongi, atd...), pak stadi v pravidlech vzdy ke
stejnému symbolu na pocatku vygenerujeme stejny na konci. Takto se nam
napumpuji na bocich zrcadlové stejna slova.

ReSeny priklad 33:
L,={w e {a,b}; w=aba nebo w=(ab) bab}

Reseni: Gy
S— A, S— B, A— ab, A~ Aa,B— bab, B— abB.

Opét jde o pripad dekompozice problému. Mame zde dvé podminky a staci,
aby byla splnéna jedna z nich. Jinak fe€eno, vygeneruje bud’ slovo podle 1.
nebo 2. podminky. Proto uz od zafatku mlZeme tyto dvé alternativni cesty
v gramatice zohlednit — tedy S se piepisuje bud’ na A nebo B.

4.3 Regularni gramatiky, vztah k regularnim jazykam

Bezkontextové jazyky lze dale omezit az na pfesné tfidu regularnich jazykt
(jinak feceno za jistych podminek BKG generuji jazyky rozpoznatelné¢ KA).
Sta¢i omezime-li pravidla BKG na takova, ktera pfepisuji neterminél na slovo
termindlli a za nim nasleduje maximaln¢ jeden neterminal. Takova formalizace
odpovida tomu, co rozpoznava KA. Uvidite, jak se da velmi jednoduse ke KA
sestrojit regularni gramatika a naopak. Vychazi se z toho, ze mizeme stavy
kone¢ného automatu povazovat za neterminaly, symboly u pechodl za zacatek
piepisovaného slova a stav, do kter¢ho se jde, za netermindl za termindlnim
slovem. Je-li stav vystupni, generovani slova mtize skoncit a proto se tento stav
(neterminal) pfepiSe na «.
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Definice 34: Bezkontextova gramatika G=(I,X,S,P) se nazyva regularni
gramatika, jestlize kazdé pravidlo v P je v jednom z tvari X— wY, X—
w, kde X,Y eII,w e 2.

Jazyk L nazveme reguldrni, jestliZe je generovan néjakou regularni

gramatikou (tedy L=L(G) pro néjakou regularni gramatiku G).

Ukéazeme, ze definice nekoliduje s diivejsi definici regularniho jazyka.

Véta 21: Kazdy jazyk rozpoznatelny koneCnym automatem je
regularni (ve smyslu definice pomoci regularni gramatiky).

Diikaz:

1.

Mg¢jme libovolny jazyk, oznac¢me jej L. Predpokladejme, ze jazyk L je
rozpoznavan n¢jakym koneénym automatem, oznacme jej A. Ukézeme jak k
automatu A zkonstruovat regularni gramatiku, ozna¢me ji G, kterd generuje
jazyk L, tim bude dtikaz hotov.

M¢éjme tedy néjak zaddn automat A. Je tedy néjakym zplsobem urcena
(vymezena) mnozina jeho stavi, dale je urena mnozina vstupnich symbolt,
jeden stav je oznacen za pocatecni, nékteré stavy za koncové. Pfitom je zadan
ptedpis, ktery pro kazdy stav a kazdy vstupni symbol udava, do kterého stavu
automat A piejde piectenim onoho vstupniho symbolu nachazi-li se v .onom
stavu.

Pro nazornost uvedeme ptiklad, kde A je zadéan tabulkou:

oo [t

WIN| —|O

1 )2
1 3
1 3

Budeme konstruovat gramatiku G.
Nejprve oznaéme vSechny stavy automatu A napf. pismeny A1, Ay,... An, kde n
je pocet stavil.

V nasem ptikladu tedy:
S !
> AL A A
Ao A1 A3
As A1 A3

Symboly Aj,A,,... A, budou tvofit mnozinu neterminalti gramatiky G. Symbol
oznacujici pocateéni stav, bude pocateCnim neterminalem gramatiky G, v
nasem piikladu tedy Ai;. Mnozina terminalli gramatiky G bude totoznd se
vstupni abecedou automatu A ({ 0,1} v naSem pftikladu).

Mnozinu piepisovacich pravidel konstruujeme néasledovné.

Vezmeme symbol A;. Dale vezmeme néktery terminal, ozna¢me jej a a
zjistime stav, do kterého automat A piejde ze stavu A; piectenim termindlu a.
Tento stav necht’ je oznaen A;. Pak mezi pfepisovaci pravidla zahrneme
pravidlo A;— aA.

V prikladu pro a=0 dostaneme pravidlo A;— 0A;. Totéz provedeme pro
vSechny ostatni termindly (a symbol Aj;). V piikladu tedy jesté¢ piidame
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pravidlo A;— 1A,. Pak cely postup opakujeme pro Ay, pak pro Ags atd., az pro
An.

V piikladu tedy takto vytvofime pravidla:

A1—> OAl, Al—) 1A2, Az—) OAl, Az—) 1A3, A3—) OAl, A3—) 1A3

Nakonec pfidame pravidla, kterd umoznuji smazat, neboli pfepsat na prazdné
slovo, vSechny ty netermindly, které oznacuji koncové stavy automatu A. V
ptikladu tedy pfiddme jen jedno pravidlo, a to A1— €.

Tim jsme vytvaieni piepisovacich pravidel, a tim i cel¢ gramatiky G ukon¢ili.
Vsimnéme si, ze kazdému "vypoctu" automatu A znazornénému
Ai—>"1AI—>HAR— .. > mAim

odpovida v gramatice G odvozeni

Aio:> A= a0 Ap=...=> a1 asz... dm Aim

V prikladu napf.

A A A A

A= 0 A= 01 A= 011 Az

Kdyz si nyni uvédomime, Ze pocCatecni neterminal gramatiky G odpovida
pocatecnimu stavu automatu A, a dale, ze smazat Ize jediné neterminaly
odpovidajici koncovym stavim, je zifejmé, ze kazdy piijimajici vypocet
automatu A (pro néjaké slovo, oznaéme ho w) odpovida odvozeni slova w z
pocateniho netermindlu v gramatice G a naopak. Tim jsme se piesvédcili, Ze
gramatika G skutecné generuje jazyk L (rozpoznavany automatem A).
2.(formalng zapsano)

Necht' L=L(A) pro kone¢ny automat A=(Q,X,5,0o,F). Sestrojme gramatiku
G=(Q.Z,q0,P), kde P={ g—aq'|3(q.2)=q'1{ g—>eq  F}. X
Snadno lze ovéfit, ze pro libovolné w € X plati w € L(A)=(go=c Wq pro
ngj. q € F)a(go=c W) w e L(G).

Stejné jako lze k automatu sestrojit gramatiku, lze i ke gramatice sestrojit
automat. Postup je v podstaté reverzi postupu, ktery jste se pravé naucili.
Jelikoz vSak v obecné reguldrni gramatice jsou celd slova, ktera bychom
nemohli do pfechodi piimo zapsat, je tieba formulovat tvrzeni, Ze kazda
takova gramatika se mize prevést na gramatiku s pravidly, kde je nejvyse
jeden terminalni symbol pfed neterminalem.

Véta 22: Ke kaZdé regulirni gramatice existuje ekvivalentni
regularni gramatika, ktera ma pravidla pouze nasledujici typu:

X—=aY, X—> Y, X>e

kde X,Y jsou neterminaly a a je terminal.

Diikaz:

Necht G=(I1,Z,S,P) je regularni gramatika.

Sestrojime G'=(IT",%,S,P") nasledovné:

Do P’ zahrneme vSechna pravidla z P, kterd jsou v jednom z povolenych typt:
X—>aY, X>Y, X>e
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Misto kazdého pravidla z P tvaru X— a; a...anY (m > 2) zahrneme do P’
soustavu pravidel X—a; Y1, Y1—> a Y2, Yo— a3 Y3 ... Yno—> amaYm1,
Ym-1— am Y, kde Y1,Y2,Y3... Y1 jsou nové pridané neterminaly.

Misto kazdého pravidla typu X— a; @, ... a5 (n > 2) zahrneme do P’ soustavu
pravidel X—a; Y1, Yi—> a2 Y2, Yo a3 Y3 ... Yo1— & Yy, Yoo e, kde
Y1,Y2,Y3... Yy jsou nove piidané neterminaly.

IT obsahuje netermindly z IT a vSechny nové pfidané netermindly.

Je ziejmé, Zze G’ je pozadovaného typu a také Ize snadno ovéfit, ze L(G)=L(G’).

Véta 23: Kazdy regularni jazyk (ve smyslu definice podle regularni
gramatiky) je rozpoznatelny konenym automatem.

Diikaz:
Necht’ L=L(G) pro regularni gramatiku G=(I1,%,S,P). Podle pfedchozi véty, lze
predpokladat, ze pravidla G jsou pouze typl

X—=aY, X>VY, X>e
Sestrojme zobecnény nedeterministicky kone¢ny automat A=(Q,X,5,1,F), kde
Q=IT; I={S}, F={ dl(g— e) € P} a vq € Q(=I1), va  Z je 8(q,a)={ q'|(q —

aq’) € P}a8(q.e)={ q'l(q - q') € P}.
Ovéteni L(G)=L(A) je podobné jako u dikazu véty opacné.

Tento reverzibilni postup nyni demonstrujeme na tomto kontrolnim tkolu:

Kontrolni ukoly:

Sestrojte gramatiky pro nasledujici jazyky:

Ls={w e {a,b,c}"; w=a'b™?uabcu®; i > 1; u € {a,b}}

Le={w € {0,1}"; w=(011)'(110)'(11)%; i,j > 0}

Lr={w e {ab}"; w=(ab)(bab)’; j > 0; k > j}

Reseni:

Gs: S— AB, A— abbb, A~ aAb, B— abc,B— aBa, B— bBb.

Gs: S— AB, A— 011A, A—> e, B> e,B—~ 110B1111.
G7: S— abSbab, S— abS, S— e.

Kontrolni akol:

M¢jme regularni gramatiku:
S— 01S, S— ¢, ktera rozpoznava jazyk L = {(01)" , n > 0}.

Abychom mohli tuto gramatiku pfevést na automat, musime nejprve postupem
dle dikazu véty ji pievést (na tvar X— aY, X— Y, X— e).
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S— 0A, A— 1S, S— ¢,

Automat pak vypada takto:
q s > q
0 > 0o
r/ L

Z tohoto automatu pak mizeme zpétné zase dojit k této gramatice.

Vidéli jste, ze BKG mlze mit jisté omezeni pravidel, které¢ ovlivituje jazyky,
které takovéa gramatiky generuji. Napfiklad jazyk L = { 0"1" , n > 0} logicky
nemizeme generovat reguldrni gramatikou, nebot’ neni regularni. DalSim
tvarem pravidel je leva linearni gramatika. Jeji odvozovaci sila je opét stejna
jako u regularni, nebot’ pravidla si lze ptedstavit jako zrcadlové obrazy, ke
kterym je lehké sestrojit automat rozpoznavajici zrcadlovy obraz.

Definice 35: Levd linedrni gramatika je bezkontextova gramatika, jejiz
pravidla jsou pouze typu: X—> Yw nebo X— w, kde XY jsou
neterminaly a w je Fetézec terminali.

Véta 24: Jazyk je regularni, pravé kdyZ je generovan néjakou levou
linearni gramatikou.

Diikaz:

Necht G=(I1,Z,S,P) je leva linearni gramatika. Sestrojme gramatiku
G'=(I1,2,S,P") tak, Ze plati X— o € P X— af e P/ (VX e I1, a € (ITUZY))
Je ziejmé, ze L(G)=(L(G"))®, ptitom G’ je regularni (prava linearni). Véta tedy
plyne z uzavienosti tfidy regularnich jazykl vii¢i zrcadlovému obrazu.

Dal$im omezenim je linedrni gramatika, kterd jiz nema stejnou silu jako
regularni. Naptiklad pravé pro L = { 0"1" , n > 0} Ize sestrojit gramatiku
linearni, ale nikoliv regularni.

Definice 36: Linedrni gramatika je bezkontextova gramatika, jejiz
pravidla jsou pouze typu X— uYv nebo X— u, kde XY jsou
neterminaly a u,v jsou Fetézce terminali.

Jazyk je linearni, je-1i generovan néjakou linearni gramatikou.

Véta 25: Trida regularnich jazyki je vlastni podtifidou tridy
linearnich jazyki.
Diikaz:

Ze je podtiidou je zfejmé z definice, Ze je vlastni podtiidou, ukazuje napf.
jazyk { 0" 1"|n > 0} (S— 0S1Je).

Poznamka: Ukazeme, Ze se obejdeme bez X— e - vypoustéjiciho pravidla.

89

¢

Leva
linearni
gramatika

¢

Linedrni
gramatika




A
AN

M
AN

Bezkontextové gramatiky a jazyky

Reseny piiklad 34:
Sestrojte rggulérni gramatiku G tak, aby
a)L(G)=[a b+(bab) bb]

ReSeni:

G:

S—» A, S— B, A— aA, A—> b, B— babB, B— bb.
b)L(G)=[((00)"+(11)")101(110)]

Reseni:

G.

S—» A, S—» B, A—» 00A, A—> C,B—> 11B,B—~ C, C— 101D, D— 110D, D—
e.

c)L(G)=[abab +((bb) a)]

Reseni:

G:

S—»> A, S— B, A—> abaC, B> e, B> D, C— bC, C— e, D— bbD, D— aE,
E— e, E—> D.

ReSeny priklad 35:

UrCete jazyk, ktery generuje bezkontextova gramatika G.

a) G:S— 11S0, S— e.

ReSeni: o

L(G)={w e {0,1}; w=(11)'0’; j > 0}=

={w e {0,1}"; w=1%0"; j > 0}

b) G:S— ABC, A— bbA, A— ccB,B— bBb, B— a, C— aCa, C— bb.

ReSeni:

L(G)={w e {a,b,c}"; w=(bb)'cchlab’b*ab*a™bba™; i,j,k,m > 0}
c) G:S— 001, S— 01S, S—» 01S1.

ReSeni: _ '
L(G)={w € {0,1}*; w=(01)'001(1)"; i >0;j > i}

4.4 Nevypoustéjici a redukované gramatiky

Bezkontextové gramatiky mohou mit své specialni tvary. Tyto specialni tvary
nemuseji poruSovat tfidu jazykd, které rozpoznavaji obecné BKG a mohou mit
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nekteré vyhodné vlastnosti. Napiiklad prazdné slovo v pravidlech mize byt
n¢kdy na obtiz a plsobit komplikace pii prevodech. Na druhou stranu v praxi
jsou e-pravidla n¢kdy uzite¢na (usnadnuji zapis a pochopitelnost gramatiky),
proto se neda obecné fict, ze by jejich vyskyt byl nezddouci. Ukazeme si, ze lze
formulovat tvar bez e-pravidel a kazdou gramatiku Ize do tohoto tvaru pievést.
Princip spociva v tom, ze odhalime ty netermindly, které se piepisuji na e a ty
pak Vv ostatnich pravidlech vynechame (vSechny kombinace i s pivodnim
pravidlem).

Definice 37: Bezkontextova gramatika se nazyva nevypoustéjici, jestlize
neobsahuje Zadné pravidlo typu X— e, kde X je neterminal.

Véta 26: Ke kazdé bezkontextové gramatice G lze zkonstruovat
nevypoustéjici gramatiku G’ takovou, ze L(G’)=L(G)—{e}.

Diikaz:

Mgjme G=(I1,Z,S,P). Zkonstruujme mnozinu U; U={X e [I|X=¢ e}. U lze
zkonstruuovat napt. nasledovné. Polozme U;={X e II|(X— €) € P}, obecné
Uisi=Uiu{X e I]X— a, kde o € U;’, je pravidlo v P}(i > 1).

Ztejmé je U; < Uy < Uz < ... < I Pro n&jaké n je Up=Uy+ a podle konstrukce
je pak ziejmé, ze Uy=Upk pro libovolné k > 0. Tedy U=Ui,.

Zkonstruujme gramatiku G;=(I'T1,Z,S,P1) nasledovné: v P; jsou pravé takova
pravidla X—a., pro ktera o # e, pfi¢emz pro kazdé takové X—a existuje v P
pravidlo X—f, kde o vznikne z B vynechanim nékterych (tieba zadnych)
vyskytli netermindlti z mnoziny U.

Chceme ukazat, ze L(G1)=L(G)—{e}.

Ukazme nejdiive L(G1) < L(G). Jestlize G1 vygeneruje w, pak w je generovano
1 gramatikou G. Nova pravidla miZeme simulovat starymi, pfi¢emz pouzivame
generovani prazdného slova. Jelikoz e ¢ L(G;), pak je zfejmé, ze L(G1) <
L(G)—{e}-

Nyni ptedpokladame, Ze w # e je odvozeno v gramatice G. Fakt, Ze w lze
odvodit i v G; je ziejmy z toho, Ze vyskyty neterminalt, které se v odvozeni
podle G ptepisi na prazdné slovo, muze odvozeni v G; rovnou vynechat.

Véta 27: Ke kazdé bezkontextové gramatice G=(IL1,X,S,P) existuje
ekvivalentni gramatika G'=(ITU{S'},Z,S',P’) takova, Ze e se muZe
vyskytovat na pravé strané jediné v pravidle S'—> e, priCemz S’ se
nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla P’.

Diikaz:

Jestlize e ¢ L(G), pak je tvrzeni ziejmé z predchozi véty. Jestlize e € L(G),
postupujeme nasledovné:

Vezméme G1=(I1,%Z,S,P;) tak jako v dukazu piedchozi véty. Nyni sta¢i polozit
G'=(ITU{S'},,S',P1{S'—> S,S'—> e}).

Dal§im speciadlnim tvarem je redukovana gramatika. Stejné jako u automati,

mohou | v gramatice existovat zbytecné neterminaly (stavy). Jde v zasadé o
dva piipady. Bud’ néktery neterminidl nemulze vygenerovat zadné slovo
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napiiklad se cykli sam v sobé nebo se na néktery netermindl neda viibec dostat
Z pocatecniho S. Opét 1ze kazdou gramatiku na tento tvar prevést. V prvni fazi
hledame ty ,,neproduktivni® netermindly (vyjdeme od téch, které se piimo
pfepisuji na terminalni slovo) a v druhé ty ,,nedosazitelné (princip je podobny
hledani nedosazitelnych stavii automatu).

Definice 38: Bezkontextova gramatika G=II,X,S,P) se nazyva
redukovana, jestlize plati nasledujici dvé podminky:

1. Pro kazdé X e ITexistuje w € £ takové, Ze X=¢ W.

2. Pro kazdé X e IT existuji o,p € (IIUZ) takové, Ze S=¢ aXpP.

Véta 28: Ke kazdé bezkontextové gramatice G takové, Ze L(G) # I,
Ize zkonstruovat ekvivalentni redukovanou gramatiku.

Diikaz:

Necht G=(IT1,Z,S,P).

1. Zkonstruujeme mnozinu U; U={X e [I|X=¢ w pro n&jaké w € £'}. U lze
zkonstruovat napt. takto: polozme Up=X, Uj+1=U; U{X e II|(X— a) € P pro
n&jaké o € Ui}, i1 20; Ug < Uy c Uy < Us < ... < TTUE. KdyZ Uy=Up+1 pak
Vk > 0 Up=Up:+k . Staéi vzit U=U, — X.

Z pravidel gramatiky G vyhodime vSechna pravidla, obsahujici né&jaky
netermindl z IT- U. Tim obdrzime gramatiku G’ takovou, ze L(G)=L(G’).
Navic G’ spliiyje vlastnost 1. z definice redukované gramatiky.

2. Zkonstruujeme mnozinu V; V={X e UFo,p € (UUZ)  tak, Ze S=¢ aXp}.
Z pravidel gramatiky G’ odstranime vSechna pravidla obsahujici né&jaky
neterminal z U — V. Tim dostaneme gramatiku G’ takovou, 7e L(G)=L(G).
Navic G splituje podminku 2. z definice redukované gramatiky a pfitom se
neporusila platnost bodu 1.

(G splituje 1. i 2. a je tedy redukovana.)

Z nasledujicich tvrzeni vyplyva, Ze lze zjistit zda gramatika generuje prazdny
jazyk. Pokud ji ptevedeme na redukovanou, zjistime jednoduse, zda obsahuje
néjaky neterminal nebo ne.

Véta 29: Existuje algoritmus, ktery pro libovolnou bezkontextovou
gramatiku G rozhodne, zda L(G)=&.

Diikaz:
Dusledek casti 1. ptedchoziho ditkazu.

ReSeny priklad 36:

Sestrojte bezkontextovou gramatiku G; tak, aby L(G1)=L(G)—{e} a aby G;
byla nevypoustéjici.

a)G:

S—»ABC, A— 011A, A—> ¢, B— 10,C— 1C0,C— 0.
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Reseni: U;={A}, U={A}, U={A}.
Pak G; bude vypadat takto:
S— ABC, S—» BC, A— 011A, A— 011,B— 10,C— 1C0,C— 0.

b)G:
S— AB, A— 011A, A—> e, B—>eB— 110B1111.

ReSeni: U;={A B}, U,={A B,S}, Us={A B,S}, U={AB,S}.
Pak G; bude vypadat takto:
S—» AB,S— B, S— A, A—» 011A, A— 011, B— 110B1111, B— 1101111.

c)G:
S— AB, A— abbb, A— aAb, B— abc,B— aBa, B— bBb.
ReSeni: Gramatika je nevypoustgjici. G1=G.

d)G:
S—»> A, S—»> B, A—»> ahaC, B> e, B> D, C—» bC, C— e, D> bbD,D— aE,
E— e, E—> D.

Reseni: U;={B,C,E}, U,={B,C,E,S}, Us={B,C,E,S}, U={B,C,E,S}.

Pak G; bude vypadat takto:

S— A, S— B, A— abaC, A— aba, B—» D, C— bC, C— b, D— bbD,D— aE,
D— a, E—> D.

ReSeny priklad 37:

Sestrojte  ekvivalentni redukovanou bezkontextovou gramatiku G, K
bezkontextové gramatice G.
a) G:S—» ABC, S— a, A~ aA,A— aB, B— bBb, B— Bb, C— cAB, C— c.

Reseni:

Uo={a,b,c}, U1={a,b,c,S,C}, U,={a,b,c,S,C}, U={S,C}
GiS—»a,C—ec.

V={S}

Gi:S— a.

(A plati:L(G)=L(G)=L(G)={a}.)

b) G:S— XY, S— YZ, X—> aX,X—> ¢, Y>> bYb, Y> X, Z— bZ, M— b, M—
bMc.

ReSeni:

Uo={a,b,c}, Ui={a,b,c,X,M}, U,={a,b,c,X,M,Y}, Us={a,b,c,X,M,Y,S}, Us=U3,
U={X,M,Y,S}

Gi:S— XY, X—> aX,X—> e, Y= bYb, Y>> X, M—= b, M— bMc.

V={S,X,Y}

G;:S— XY, X—=> aX,X—=> e, Y= bYb, Y>> X.

(A plati:L(G)=L(Gy)=L(G,)={a"p'a“t";m,j,k > 0}.)
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4.5 Kanonicka odvozeni, jednoznaéné gramatiky

Dalsi moznost je vytvofit strom odvozeni. Odvozeni vSak u nékterych gramatik
pro stejné slovo muize byt rizné. Mluvime pak o nejednoznacnych
gramatikéch.

Odvozeni v linedrni textové podobé neni jedind moznost, jak ho reprezentovat.

Casto je vyhodné omezit se na tzv. kanonické derivace, tj. levé nebo pravé
derivace. Nejde o nic jiného nez o konvenci, kterou dodrzujeme béhem celého
odvozeni v gramatice. Bud’ se rozhodneme, Ze vzdy pfepiSeme netermindl
nejvice vpravo v odvozovaném slové nebo ten nejvice vlevo.

Definice 39: Odvozeni v bezkontextové gramatice se nazyva levé odvozeni
@3 (leva derivace), jestliZe se v ném prepisuje vZdy nejlevéjSi neterminal.

Odvozeni v bezkontextové gramatice se nazyva pravé odvozeni (prava
derivace), jestliZe se v ném prepisuje vZdy nejpravéjsi neterminal.
Podrobnéji: Necht G=(I1,X,S,P) je bezkontextova gramatika. Rekneme, Ze o Se

Levé a prepise levym piepsanim na B (o,p e (ITUZ))), jestlize existuje X—y € P
prave odvozent takové, ze o = UXS, B=uyd (U € 27, & e (ITUX)).
(kanonicka) O odvozeni apy=a1=>0=...=a, fekneme, Ze je to leva derivace jestlize a; Se

prepise na o+ levym piepsanim pro vSechna i=0,1,2... n—1.

Podobné¢ prava derivace:

Necht” G=(T1,%,S,P) je bezkontextova gramatika. Rekneme, Ze o se piepise
pravym prepsanim na p (o.p € (IIUX)"), jestlize existuje X—y e P takové, Ze
o =8Xu, B=8yu(uex’, e (TU)).

O odvozeni ay=>a1=>0=...=0a, fekneme, Ze je to pravad derivace jestlize a;
se pfepiSe na aj+1 pravym piepsanim pro vSechna i=0,1,2... n—1.

Véta 30: Necht G=(I1%,S,P) je bezkontextova gramatika. JestliZe
X=c W (X € IIw € ¥, pak w je z X odvoditelné né&jakym levym
(pravym) odvozenim.

Poznamka: Ke kazdému odvozeni slova z jazyka generovaného
gramatikou, existuje deriva¢ni strom dané¢ho odvozeni. Nebudeme uvadét
pfesnou definici derivacniho stromu - zlstane na intuitivni Grovni.
Kofenem stromu je pocatecni netermindl, potomky kazdého uzlu jsou
symboly z fetézce, na ktery se piepsal rodi¢. Listy stromu jsou pak
terminalni symboly (resp. prazdny fetézec).

Derivacni strom
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Derivacni strom na obr. je derivacnim stromem napf. odvozeni S= SaX—=
aX= aSbXb=aSaXbXb= aaXbXb= aacbXb—= aacbcb v gramatice G
obsahujici urcité alespon pravidla S— SaX|e a pravidla X— SbXbic, ale tento
derivacni strom je taktéz derivaénim stromem odvozeni S= SaX= SaShXb=
aShXb=aSaXbXb= aaXbXb= aachXb=> aacbcb

Definice 40: Bezkontextova gramatika je nejednoznacnd, jestlize pro
nékteré slovo w € L(G) existuji dvé rizné levé derivace (dva rizné
derivacni stromy). V opa¢ném pripadé je gramatika jednoznacna.

Pozndmka: Bezkontextovy jazyk, ktery nelze nagenerovat jednoznacnou

gramatikou se nazyva vnitiné nejednoznacny.

4.6 Véta o vkladani (pumping lemma)

V této podkapitole si ukazeme, jak dokazovat, ze jazyky nejsou bezkontextové.
Je to podobné jako u regulérnich jazykd, kde nam Nerodova véta dava
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moznost, jak sporem ukdzat, ze jazyk neni regularni. Stejn¢ tak existuje tvrzeni
— pumping lemma, které formuluje vlastnost, kterou maji BKJ. Jazyky, které
nejsou bezkontextové pak tuto vlastnost spliiovat nebudou. Napiiklad pro jazyk
L={0"1"2"; n > 0} neni moZné sestrojit bezkontextovou gramatiku, tedy neni
regularni. Diky tomuto lemma to v§ak umime i dokazat.

Véta 31: (lemma o vkladani, pumping lemma, uvwxy - teorém)
Necht’ L je bezkontextovy jazyk, pak existuji prirozena cisla p,q takova, Ze
kazdé slovo z € L, které je delSi nez p (|z | > p), se da psat ve tvaru
z=uvwxy prifemz plati nasledujici ti'i podminky:

1. vx # e (alespoii jedno ze slov v,x je neprazdné)

2. WX < q

3. uv'wx'y € L pro viechnai> 0.

Pumping lemma nam davé nastroj na odhalovani, ze jazyk neni bezkontextovy.
Pokud by byl bezkontextovy, pak pro n¢j musi platit podminka 3., kterd tika,
Ze lze nalézt takové useky slova, ze kdyz ¢ast v a x budeme pumpovat, budou
vznikat slova z tohoto jazyka. Alespon jedna ¢ast v nebo x musi byt pfitom
neprazdna (podle 1). Zaroven toto plati pro slova od urcité velikosti (kone¢na
mnozina slov se miize i v bezkontextovém jazyce vymykat tomuto pravidlu).

Z praktického hlediska nadm ftikd, ze jazyk obsahujici zavorkové struktury
(napf. znamé z matematiky), nemulze byt regularni, ale minimalné
bezkontextovy. Zavorky (levé a pravé — jako symboly v a x) musi byt nutné
parovany (V' vs. X'), coz lze generovat pravé pomoci bezkontextovych jazykd.

ReSeny priklad 38:
Vezméme jazyk L={0"1"2"; n > 0} a dokaZme, Ze tento jazyk nemiize byt
bezkontextovy:

Pokud ma byt jazyk bezkontextovy, plati pro n¢j pumping lemma. Tedy
mizeme najit useky va x, které pumpovanim vytvareji slova z jazyka.
Rozeberme moznosti, jak mohou tyto tiseky vypadat:

v =01 nebo v = 12 nebo x = 01 nebo x = 12, pak by vznikaly slova ...0101...
nebo ...1212..., ktera jisté nejsou z jazyka, tedy v a u musi obsahovat slova ze

stejnych symbolt

v=0,x=0(v=1x=1)(v=2x=2), pak ale budou vznikat slova z riznym
poctem 0,1,2
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stejny pripad je pokud v=0,x=1nebov=0,x=2nebov=1,x=2.

Nelze tedy naplnit podminky lemmy a ztoho plyne, Ze jazyk nemize byt
bezkontextovy.

wewr

- bezkontextova gramatika, bezkontextovy jazyk
- odvozeni

- regularni gramatika, linearni gramatika

- nevypoust&jici gramatika

- redukovand gramatika

- pumping lemma

Ukoly k textu:

1. Sestrojte DKA rozpoznavajici jazyk L={w e {a,b} |w kon&i symbolem ,a
nebo obsahuje ,bab‘} a preved’te ho na regularni gramatiku.
2. Lze kazdy ZNKA ptevést na regularni gramatiku? Zdavodnéte proc.

Korespondenc¢ni tikol:

Cast 1:
Vyberte si dva redukované automaty z tohoto textu a pfeved’te je na regularni
gramatiky.

Cast 2:

Navrhnéte dv€ gramatiky sSnejméné péti netermindly. Pfevedte je na
redukovanou a nevypoustéjici formu. Gramatiky musi mit takova pravidla, aby
se pii vytvareni redukované gramatiky alesponn jeden netermindl zredukoval
pii kazde fazi.

Urcete jaky jazyk tuto gramatiky generuji.
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5 Zasobnikové automaty

Cil:
Po prostudovani této kapitoly pochopite:

e o je zasobnikovy automat
e jaky je jeho vztah k bezkontextovym jazyktim
e co je pumping lemma (lemma o vkladani)

Naucite se:
e vytvaret zasobnikové automaty pro zadané jazyky

Pruvodce studiem

Zasobnikovy automat je stroj, ktery stejné jako konecny automat ma néjakou
Fidict jednotku, kterd je vidy v néjakém ze svych stavii, a ktery cte ze vstupni
pasky slovo (nad néjakou abecedou) a po jeho precteni rozhodne, zda slovo
patii ¢i nepatii do jazyka, ktery zdsobnikovy automat rozpozndava. Avsak
narozdil od konecnych automatu, zdsobmnikovy automat vyuzivda navic
zasobniku, neboli jakési paméti typu LIFO. Tedy muze ukladat a vybirat
symboly na vrchol zasobniku, ktery si lze predstavit jako naskladané talire —
nelze je brat odkudkoliv — pouze z vrcholu.

Idea zasobnikového automat se d4 znazornit na nasledujicim obrazku.

000111...... Péska se zkoumanym slovem

X

Zg (90,0,20) = (do, X20), (00,0,X) —> (do, XX),
(q011’X) - (qli 8)1 (ql,l,X) - (qli 8)1

l (Go, € Z0) = (O, €),(A1, & Zo) — (0, €),

Rozpoznava jazyk L={0"1"; n > 0}

’h Ridici jednotka mé prechody odlisné od KA.
Urcuji stav, symbol, vrchol zadsobniku na stav
a novy vrchol zasobniku. Napf. prvni pravidlo
¢te 0 ze vstupu, pokud je na vrcholu
zasobniku zg a méni ho na Xz, (pfidava X —
které¢ zapamatuje jednu prectenou 0). Ve
stavu (; se pak porovnava pocet O
s jednickami a je-li shodny piejde se do
koncového stavu.
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5.1 Zasobnikovy automat a vztah k BKJ

Definice 41: Zasobnikovym automatem nazveme sedmici (systém urceny
sedmi parametry)
M=(Q, X, T, 8, go,Zo,F), kde Q je kone¢na neprazdna mnoZina stavi, X je
kone¢na neprazdna mnozina vstupnich symbolu (abeceda), I" je konecna
neprazdna mnoZzina zasobnikovych symboli, qo € Q je pocatecni stav, Z,
€ I' je pocateéni zasobnikovy symbol, F < Q je mnoZina koncovych stavii
a O je zobrazeni mnoziny Qx(XuU{ e})xI" do mnozZiny koneénych
podmnoZin mnoZiny Q <™ (piechodova funkce). (8:QxEu{e})xI'>

P(QxI"))

Z definice je patrné, Ze takto definovany zéasobnikovy automat je
nedeterministicky.

Neformalné vyznam 9 (tj. predpisu chovani ZA M):

‘]e*'“ 6(q,a,X) = {(qlval)’(qz’ Otz), ---,(qn, Otn) }1 qe Qi ae (ZU{G}), Qi Q,ai €
ie{l 2, ..,n},

X e T, potom kdyz M ma &teci hlavu na symbolu a, (kone¢na RJ) je ve stavu q
a na vrcholu zasobniku je symbol X, muze si M vybrat jednoiz {1,2,..,n}a
posunout ¢teci hlavu o jeden symbol vpravo, zménit stav fidici jednotky na q; a
symbol X v zasobniku nahradit fetézcem a;. Specidlné je-li a=e, mize M
provést tzv. e-krok, pfi kterém neéte a hlava se tudiz neposunuje. Rikame také,
ze M provedl instrukci (q,a,X) [( ) || (— )] (di,ou).

Dulezita je i skute¢nost, Ze mohou existovat q € Q, a € (Zu{e}), X e I" tak, ze
8(q,a,X)=9 (v jistych situacich tedy nemtze automat pokracovat ve vypoctu).
Pii definici konkrétni pfechodové funkce budeme definici obrazu pro takovéto
vzory ((q,a,X)) vynechavat.

Definice 42: Méjme ZA M = (Q,X.I',6,90,Z0,F). Situaci (konfiguraci)
zasobnikového automatu M nazveme trojici (q, w, a), kde g € Q, w €
Yaael. q je stav RJ, w je slovo (ta &ast slova) na vstupni pasce,
ktera zbyva precist, o je obsah zasobniku. (NejlevéjSi symbol v o
predstavuje vrchol zasobniku). Jestlize (q', o) € 8(q,a,X), pak pro lib. w
e X", B e I vede situace (g, aw, XB) bezprostiedné k situaci (q',w,ap),
symbolicky znacime:

(9.aw,XB) = (9", w,0f)

Necht’ E a E’ jsou situace ZA M, pak fekneme, Ze E vede k situaci E’,

znadime E =~ E’, jestlize existuji situace Ej, E,,..., E, tak, Ze E=E1=

E,=...= E,=FE'. Je-li potireba, znacime o jaky ZA se jedna:

=M :>M*

Narozdil od kone¢ného automatu miize ZA rozpoznavat slova nejen tim, Ze
skon¢i v koncovém stavu, ale také tim, ze vyprazdni cely sviij zasobnik.
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Naptiklad ilustrace na pocatku kapitoly rozpoznava dany jazyk jak prazdnym
zasobnikem, tak i koncovym stavem.

Rozpoznavéani jazyka zésobnikovym automatem budeme definovat dvéma
zpusoby:

1) pfijiméni koncovym stavem: slovo w je piijato ZA, jestlize existuje
moznost, Zze po zpracovani (precteni) slova w se automat ocitne v koncovém
stavu.

2) pfijimani prazdnym zasobnikem: slovo w je pfijato ZA, jestlize existuje
moznost, ze po zpracovani slova w se ZA ocitne v situaci s prazdnym
zasobnikem.

Definice 43: Méjme ZA M = (Q,X,I',8,q0,Zo,F). Definujme
Lks(M)=fw e Z'(qo, W, Zo) = (q,e,0) pro néjaké q e Faa e '}
Lpz(M)={w € Z|(qo, W, Zo) =w (g,e,€) pro libovolné q € Q}.

Definice 44: ZA M = (Q,XZ.I',6,00,Z0,F) nazveme deterministicky (DZA),
jestliZe plati nasledujici dvé podminky:

1. 8(q, a, X) je nejvyse jednoprvkova mnozina pro lib. q € Q, a € (2 {e}),

Xel.

2. Jestlize 5(q,e,X) # D pro néj. q € Q, X e I', pak §(g,a,X)=J pro lib. a €

3.

Definice 45: Jazyky rozpoznatelné DZA Kkoncovym stavem nazveme
deterministické (tfidu téchto jazyki oznafime Det). Jazyky
rozpoznatelné DZA prazdnym zasobnikem nazveme bezprefixové
deterministické (tFidu téchto jazyki oznacime BDet).

Poznamka: Da se ukazat, Zze Det je vlastni podtiida tfidy bezkontextovych
jazykd.

(Napt. jazyk {ww"|w e {a,b} } neni deterministicky.)
(Srovnejte se situaci u kone¢nych automati).
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ReSeny priklad 39:
Sest[ojte zasobnikovy automat, ktery rozpoznava jazyk L=fw(w)%; w e
{0,1} } (prdzdnym zasobnikem).

Hledany automat M=({p,q},{0,1},{A,B,C},5,p,A,d) ma piechodovou funkci &
definovanu takto:
5(p,0,A)={(p.BA)},
8(p,1,A)={(p.CA)},
5(p,0,B)={(p.BB).(g.e)},
8(p,0,C)={(p,BC)},
8(p.1,B)={(p.CB)},
8(p.1,C)={(p.CC).(a.8)}
8(0,0,B)={(a.e)},
8(0,1,C)={(a.e)},
(p.e,A)={(a.e)}.
5(a.e,A)={(a.e)}-

Automat pracuje tak, ze za kazdy symbol ze slova w pifidd na zasobnik
zastupce, ktery pak porovnd v zrcadlovém slové. Jelikoz zasobnik odebird
Z vrcholu symboly rovnéz zrcadlové, rozpoznd pravé slova z daného jazyka.
Ale napiiklad jazyk L={ww; w € {0,1}} (zdvojené slovo) uZ neni mozné
rozpoznat ZA!

ReSeny priklad 40:

Sestrojte zasobnikovy automat, ktery rozpoznava jazyk L={wc(w)¥; w e
{0,1} } (prazdnym zasobnikem).

Hledany automat M=({p,q},{0,1,c}{A,B,C},5,p,A,) ma prechodovou funkci
0 definovanu takto:
8(p.0,A)={(p.BA)},
8(p.1A)={(p.CA)},
8(p,0,B)={(p.BB)},
8(p,0,C)={(p.BC)},
5(p,1,B)={(p.CB)},
8(p,1,C)={(p,CC)},
8(p.c.A)={(a.e)},
8(p.c,B)={(a,B)}.
3(p.c.C)={(a.C)},
5(0,0,B)={(a.e)},
8(0,1,C)={(a.e)},
5(a.e,A)={(a.e)}-
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Poznamka: Tento automat je deterministicky. Toto je piiklad jazyka, ke
kterému lze sestrojit DZA. Nicméné jsou i jazyky, ke kterym nelze DZA
sestrojit (viz ptiklad predchozi).

Nasledujici véta nam ftikd, ze rozpoznavani KS a PZ jsou dvé ekvivalentni
podminky. Ke kazdému ZA KS lze sestrojit ekvivalentni ZA PZ a naopak. U
PZ stac¢i doplnit instrukci, ktera pfi prazdném zésobniku automat dostane do
koncového stavu. U KS je tfeba doplnit vice instrukci, které v koncovém stavu
(ktery zménime na nekoncovy), vyprazdni postupné cely zasobnik.

Véta 32: Méjme libovolny jazyk L. Pak L=Lks(Mi) pro néjaky ZA
M, pravé kdyz

L=Lpz(M>) pro néjaky ZA M,.

Nyni formulujeme a dok4dzeme velmi dilezité tvrzeni, Ze jazyky rozpoznavané
ZA jsou prave jazyky bezkontextové. Jde o stejny typ tvrzeni jako, kdyZ jazyky
generované regularnimi gramatikami byly pravé rozpoznatelné konecnymi
automaty.

Lze také jednoduse sestrojit ke kazdé gramatice ZA, ktery bude rozpoznavat
generovany jazyk a to pomoci simulace odvozeni v gramatice na zasobniku.

Zpétné lze kazdy automat reprezentovat pomoci BKG — slozitéji pomoci
postupné simulace piechodii mezi stavy ZA

Véta 33: Ke kazdému bezkontextovému jazyku L existuje ZA M
takovy, Ze L=Lpz(M). Navic M ma jediny stav.

Dikaz:

M¢éjme bezkontextovou gramatiku G=(I1,%,S,P).
Sestrojime ZA M tak, ze L(G)=Lpz(M).
Polozime M = ({p},Z,ITUZ,5,p,S,9).

Pro o plati:

d(p,e, X)={(p,a)|(X— a) € P}; VX e I1

8(p.a.2)={(pe)}; Va e X

Takto sestrojeny ZA ma dva typy pravidel — bud’ piepisuje neterminal na
fetézec nebo srovnava terminalni symboly. Pokud symboly nesedi, pak se
automat zasekne. Obecné je automat nedeterministicky — tedy musi si najit
spravnou cestu.

Véta 34: K libovolnému ZA M s jednim stavem, lze zkonstruovat
bezkontextovou gramatiku G tak, ze Lpz(M)=L(G).

Véta 35: K libovolnému ZA M lze zkonstruovat ZA M’ s jednim
stavem takovy, Ze Lpz(M)=Lpz(M’).
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Reseny piiklad 41:

M¢jme zasobnikovy automat M = (Q={p,q}.Z = {0,1}," = {A,B},58,p,A, D)
0:
3(p,0,A)={(p,BA)(0,A)}

3(p,0,B)={(p,BB)}

3(p,1,B)={(p.e)}

8(9,0,A)={(a.A)(g.e)}

5(q.e,A)={(p,BB)}

Zkonstruujte M' s jednim stavem tak, aby Lpz(M)=Lpz(M’).
Resent:

8'(p,1p,B,p)) > (p.€)

8'(p,0a.A,0)) > (p.e)

8'(p,0,(p,A.p)) > (p.(0,A\P))

8'(p,0,(p,A,®) > (p.(0,A,1))

8'(p,04a.Ap) > (P(Q.AP))

8'(p,04a.A3)) > (p.(0,A,0))

8'(p,0,(p,A.p)) > (p.(P.B.p)P.A\p))

8'(p,0,(p,A.p)) > (p.(p,B,a)a,A,p))

8'(P,0,(p,Ad) > (p.(p,B.p)P.A,D)

8'(p,0,(p,A®) > (p.(p,B,aXa.A,0))

8'(p,0,(p,B,p>) > (p.{P,B,p){P,B,p))

8'(p,0,(p,B,p)) > (p.{P,B,0)<d,B,p))

8'(p,0,(p,B,a) > (p.{P,B,p){P,B,1))

8'(p,0,(p,B,a) > (p.{P,B,0)<d,B,q))

8'(p.e<q,A,p)) 3 (p.{P,B,p){P,B,p))

d'(p.e.{q,A,p)) > (p.{P,B,0)(d,B,p))

&'(p.e.{q,A,0)) > (p.{P,B,p)(p,B.1))

8'(p.e<q,A,0)) > (pP,B,0)<d,B,q))

' (p,e,R)={(p.{P,Ap)),(P(P.A, D))}

Ptechodova funkce 6’ zkonstruovaného ZA M’ s jednim stavem
8'(p’e’R):{(p1<p’A7p>)’(p7<p7A’q>)}
8'(P,0,(p,Ap)={(p.{q,A.P)),(P.{P, B,P){P,A,P)),(P(P,B,a)Xq,A,p)) }
8'(P,0,(P,Ad)={(p.{q,A,2)),(p.{P,B,P){P,A, 1)), (PP, B,a)Xq.A,0)) }
8'(p,0.4a.Ap)={(P(q.Ap))}

8'(p107<q1A’q>):{(p1e)7(p1<q7A’q>)}

3'(p,1.(p,B,p))={(p.€)}
8'(p,0,(p,B,p))={(p.{p.B,p){p.B.P)).(p.(p.B,0)q,B.p))}
8'(p,0.(p,B,a))={(p.{p.B,p){p.B.x)).(p.(p,B,0)q,B,a))}
8'(p.e,{q,A,p)={(p.{P.B,p){p.B.P)).(p.(p,B,0)d,B,p))}
8'(p,e,{q,A,0)={(p.{p.B,p){p.B.0)).(p.(p.B,0){q,B,a))}
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Véta 36: (dusledek) Pro libovolny jazyk L jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

1) L je bezkontextovy

2) L je rozpoznatelny ZA koncovym stavem

3) L je rozpoznatelny ZA prazdnym zasobnikem

4) L je rozpoznatelny ZA s jednim stavem prazdnym zasobnikem

Stejné jako u regularnich jazyka lze sledovat, zda je tfida BKJ uzaviena na
mnozinové a jiné operace. V tomto piipadé to nebude platit pro vSechny
operace. Déle se naucite Parikhovu vétu, kterd je alternativni moznosti, jak
dokazovat, ze jazyky nejsou bezkontextové.

5.2 Uzaveérové vlastnosti tridy BKJ

Tfida bezkontextovych jazykli je uzaviena pfedevSim vii¢i sjednocent,
zfetézeni a iteraci. Je velice jednoduché sestrojit k gramatikam jejich
sjednoceni a dalsi operace.

M¢jme G1=(IT;,2,S1,P1) a G=(I1,,%,S,,P,) zkonstruovat gramatiky Kk jazykim
L1=L(Gy) a L;=L(Gy) po aplikaci uzavérovych operaci lze nasledovné:

Liuly; G:S—>S;,S—> Sy, + Py + P, (tedy vygeneruje slovo podle G; nebo
G2)

L1 - Ly G: S — $31Sy, + P1 + P, (tedy vygeneruje slovo podle G; a za nim podle
G2)

Li*: G: S —> S1S, S — ¢, + Py (tedy vygeneruje libovolnékrat slovo podle G1)

Véta 37: Trida bezkontextovych jazyki je uzaviena vuci: sjednoceni,
zietézeni, iteraci, zrcadlovému obrazu, homomorfismu a substituci.
(Ale je také uzavirena napf. vi€i priniku s regularnim jazykem a vici
kvocientu podle regularniho jazyka).

Prinik a doplnék vSak nemohou byt sestrojeny, protoze tifida BKJ neni
uzaviena vici témto operacim. Existuji totiz BKJ, jejichZ priinik neni BKJ.

Ptikladem budiz jazyk:

L;={0"1"2™; n,m > 0}a L,={0M1"2"; n,m > 0}, pak
L1 N L,={0"1"2" n > 0}, ktery ovSem jak uz vime, neni bezkontextovy.
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Véta 38: Trida bezkontextovych jazykii neni uzaviena vii¢i priniku a
dopliiku.

wewr

- zasobnikovy automat

- jazyky rozpoznatelné ZA

- vztah k bezkontextovym jazykim
- dutsledky téchto vztahii

- Uzavérové vlastnosti tiidy BKJ

Takovy jazyk existovat nemize, nebot” zndme postup jak kazdy NKA prevést
na DKA.
Ukol k textu:

Vezmeéte si libovolné dva BKJ z tohoto textu a sestrojte gramatiku pro jejich
sjednoceni a zietézeni.

Kontrolni otazka:

Existuji  jazyky rozpoznatelné ZA, které nejsou  rozpoznatelné
deterministickym ZA?

ReSeni:

Takovy jazyk existuje (uvedeny v pfedchozim textu).

Korespondenéni ukol:

Cast 1:
Vyberte si dva bezkontextové jazyky, ke kterym nebyl v tomto textu sestrojen
ZA a sestrojte jej. Pokud to jde, sestrojte DZA.
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6 Chomského hierarchie
Cil:
Po prostudovani této kapitoly pochopite:

e hierarchizaci jazyka v jejich obecnosti
e které jazyky jsou slozit¢jsi nez regularni a bezkontextové
e jak pracuji automaty pro slozitéjsi jazyky

Naucite se:

o Kklasifikovat jazyky z hlediska Chomského hierarchie

Pruvodce studiem

Béhem vaseho studia teorie formdlnich jazyki jste se seznamili predevsim se
dvemi tridami jazykii — reguldarnimi a bezkontextovymi. Existuji ale samoziejmée

vvvvvvvvvvv

vvvvv

Chomského hierachie. Pravé podle jiz zmifiovaného Noama Chomského se tato
klasifikace jazykii, podle toho jaké typy gramatik je generuji, nazyva.

Na obrazku muZete toto rozdéleni vidét. Chomského hierarchie obsahuje 4
tiidy jazykt, které 1ze generovat generativnimi gramatikami. Samoziejmée, ze
S pouzitim generativnich gramatik nelze vytvofit v§echny jazyky — tyto jazyky
jsou pak nad touto hierarchii. Pro teoretické vysledky teorie vycislitelnosti je
dilezita tfida jazykl typy O a kontextové jazyky (typu 1). Jazyky kontextové
maji navic vyznam pro umélou inteligenci, konkrétné analyzu pfirozeného
jazyka. Pro aplikované oblasti informatiky maji vyznam predev§im jazyky
bezkontextové (typu 2) a reguldrni (typu 3) a to pii definovani struktur
programovacich a jinych jazykli pouZivanych v praxi. Kromé gramatiky je
dilezity zminény dualni pojem automatu, ktery rozpoznava slova jazyka. Na
obrazku jsou také ke kazdé tfid¢é pfipojeny pfislusné dualni pojmy gramatiky -
automatu.

V Chomského hierarchii je mozné dale rozliSovat podtfidy podle toho zda
jazyky lze analyzovat pomoci deterministického nebo nedeterministického
automatu. Zvlaste¢ dualezité to je pro tfidu bezkontextovych jazykt, které
koresponduji s pouzivanymi programovacimi jazyky. Deterministické jazyky
(rozpoznatelné deterministickymi zasobnikovymi automaty) jsou ve svych
specidlnich formach jako LL nebo LR jazyky efektivné analyzovatelné.
Existuji 1 alternativni hierarchie jazykli zaloZzené na odliSnych pfistupech ke
generovani jazykl, z nichz zfejmé nejznaméjsi jsou Lindenmayerovy systémy
vyuzivané napiiklad v biologii pro simulaci chovani Zivych organismui. Teorie
jazyku je dilezitou soucasti informatiky a jeji poznatky se aplikuji nejen
Vv informatice samotné.
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6.1 Obecna generativhi gramatika a Chomského

hierarchie

Obecnd generativni gramat.
Turingliv stroj

Kontextova gramatika
Linearné omezeny autom.

Kontextové jazyky

Bezkontextov
€ jazyky

\ Bezkontextova  gramatika
Zasobnikovy automat

A 4

Regularni gramatika
Kone¢ny automat

Regularni
jazyky

Definice 46: Generativni gramatika je ¢tverice G=(I1,Z,S,P), kde vSechny
parametry maji tentyZ vyznam jako u bezkontextovych gramatik s tim,
7e piepisovaci pravidla jsou obecné tvaru a—p, kde a,p e (IIUZ),
pri¢emz o obsahuje alespon jeden neterminal.

Rekneme, Ze y se piimo piepiSe na & a znatime y=58(7,8 € (ITUX)"), jestlize

Ize psat y = y10y2, 8 = y1PBy2, kde (a—p) € P.

Relace =" je reflexivni a tranzitivni uzavér relace =.

Jazyk generovany gramatikou G je L(G)={w € X |S=" w}.

Nejstarsi a nejzndmé¢jsi hierarchie gramatik podle tvart prepisovacich pravidel
je tzv. Chomského hierarchie.

Definice 47: Generativni gramatika G=(I1,Z,S,P) je

0) typu 0, jestliZze na pravidla neklademe Zadn4 omezeni

1) typu 1, neboli kontextova gramatika, jestlize vSechna pravidla jsou ve
tvaru aXp—oyp, kde |y| > 1, a.By € (ITUE)", X e II. Jedinou vyjimkou je
pravidlo typu S— e, které se v gramatice objevit muZe, v tom pripadé se
ale S nesmi objevit na pravé strané Zadného pravidla.
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Véta 39: Necht’ L; oznacuje tfidu jazyki typu i. Pak Ly c Lo, c L) <
Lo.

Diikaz:

Ls < Ly, L1 < Lo trivialng plati.

L, < L; fesi se pomoci nevypoustéjicich bezkontextovych gramatik.
Vsechny inkluze jsou vlastni.

Napt. {a”b”} € (Lo—L3).

Dale {a"b"c"} € (L1—Ly). (viz nésledujici ptiklad).

Inkluzi L; < Lo nyni fesit nebudeme.

Ttida kontextovych jazyki, jak ji vidite v definici obsahuje také jazyk, o
kterém jsme diive dokazali, Ze neni bezkontextovy. Kontextové gramatiky
ptepisuji neterminaly také v kontextu dalsich slov. Nejlépe je to vidét na
gramatice pro zminény jazyk.

ReSeny priklad 42:

Priklad: Gramatika pro L={a"b"c"}

G:

S— aSBC

S—e

CB —BC

aB —ab

bB — bb

bC — bc

cC —>cc

Neni t&zké ovéfit, ze L(G)=L=({a"b"c"}).

G se da ptevést na ekvivalentni kontextovou gramatiku G':
pravidlo CB— BC se nahradi trojici pravidel
CB— CB’

CB'— BB’

BB'—>BC.

6.2 Turingtv stroj

Na urovni nejvyssi tedy u jazykl typu O je akceptorem takového jazyka
Turingliv stroj. Budete se jim detailn¢ zabyvat v teorii vycislitelnosti a
sloZitosti. Nyni si ho ukazme pouze jako ideu. V roce 1936 Alan Turing, ktery
je pro teoretickou informatiku kliCovou postavou, formuloval svou ideu
formalizace pojmu algoritmus ve form¢ Turingova stroje (TS). Tato
formalizace ma sviij velmi jednoduchy princip mechanismu se vstupni
potencidlné nekonecnou péaskou s danou abecedou a c¢teci hlavou, kterd mlize
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zapisovat i Cist na pasce a pohybovat se po jednom policku. Schéma tohoto
stroje 1ze vidét na obrazku. Linedrné omezeny automat se lisi jen v tom, ze
paska pro néj neni nekoneCnd, ale je omezena na k — nasobek velikosti
vstupniho slova. Pravé to pak zpusobi, Zze neni schopen rozpoznavat jazyky
typu 0.

01011...

\ RidiCi jednotka uréujici

piepis na pasce podle
aktualniho stavu a ¢teného
symbolu

Tento velice jednoduchy formalismus s velkou vypocetni silou umoznil
formulovat pro informatiku klicové pojmy jako jsou rozhodnutelnost a
¢aste¢na rozhodnutelnost problému (pfip. lze tyto pojmy aplikovat na funkce,
mnoziny ¢i jazyky). Podafilo se dokdzat vlastnosti nékterych problémi
(nejznaméj$im nerozhodnutelnym problémem je problém zastaveni). MySlenky
dikazl téchto fakti jsou pomérné jednoduché, i kdyz netrivialni a Ize je najit
Vv literatuie [Ja97a] a [Ch84]. Dalsimi dulezitymi vysledky jsou vztahy mezi
jazyky typu 0 a rekurzivné spocetnymi jazyky, které spadaji také do TFJA. Pro
zdjemce lze doporucit distancni studijni oporu pro tento kurz [Pa02].

vvvvvv

- Chomského hierarchie
- Generativni gramatika
- Turinglv stroj

Ukol k textu:

Sestrojte ke kazdé tfidé jazykd Chomského hierarchie pét jazykt, které do ni
patii (s vyjimkou typu 0).
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7 Zaklady syntaktické analyzy

Cil:
Po prostudovani této kapitoly pochopite:

e Co je syntakticka analyza (SA)
e Kde se pouziva v realnych aplikacich
e Proc¢ k zapisu syntaxe pouzivame bezkontextové jazyky

Naudite se:

e Vytvorit jednoduchy (naivni) model syntaktického analyzatoru

Pruvodce studiem

Pri studiu zdkladu teorie formdlnich jazykii a zejména dvou nejjednodussich
trid jazykii — reguldarnich a bezkontextovych — jste se setkali s dualnim
konceptem gramatiky a automatu kK danému jazyku. Gramatika umoznuje
generovat dany jazyk (tedy jednotlivé prvky jazyka) a automat naopak
rozpozndvat, zda testovany prvek patii do jazyka. Z tohoto teoretického
pohledu miize nékdy ziistat v pozadi fakt, Ze tento dualni koncept zndte primo ze
Sve praxe informatikai.

Pravdépodobné nejbliz§im vam bude piiklad z oblasti programovani a tedy
programovacich jazykl. Pokud se ucite pouzivat dany programovaci jazyk,
ucite se zejména spravné zapisovat programy dle jeho specifikace
(odhlédneme-li nyni od toho, Ze chcete aby program délal to co poZadujete — to
je vyssi stupenl). Uclite se tedy spravné =zapisovat syntaxi daného
programovaciho jazyka (tedy jeho strukturu =z hlediska jazykovych
vyjadfovacich prosttedkll). Naptiklad u jazyka Pascal vite, ze musi obsahovat
nejprve deklarace typl,, proménnych, dale deklarace funkci a procedur a
nakonec samotnou vykonnou ¢ast s popisem algoritmu —programu. Nebo na
piikazu se miize sklddat s podvyrazii vzajemné spojenych operatory scitani,
odcitani apod. Pfi€emZ nejjednodussim operandem miize byt kuptikladu celé
Cislo a dilezité je, ze tyto vyrazy se mohou do sebe vzajemné vnotfovat, ¢imz
muzete vytvaret potencidlné nekonecné sloZzité vnofené vyrazy.

Toto je vlastné mala ¢ast oné syntaxe jazyka, kterou musite zvladnout. Kdyz
udélame analogii s vaSimi teoretickymi poznatky z pfedchoziho studia, ucite se
vlastné gramatiku daného jazyka. Co vSak sonim duadlnim konceptem
automatu? I on je va$i praci zcela pfirozené piitomen. Po sprdvném napsani
programu samoziejmé vaSe prace nekon¢i. Musite si zdrojovy kod programu
pomoci zvoleného prekladacée (kompilatoru) pielozit do formy spustitelného
nebo jiného cilového kodu. Soucasti kazdého prekladace musi byt (mimo
jingych mnoha dalSich krokt) kontrola, zda je vas program spravné zapsan
podle specifikace jazyka. Tuto kontrolu musi provést jista ¢ast prekladace —
algoritmu, kterd z teoretického hlediska funguje jako automat. Da vam
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odpovéd’, zda je vas program spravné napsan — tedy zda zdrojovy kod patii do
jazyka Pascal. Samoziejmé u pokrocilych ptekladact dostanete daleko vice
informaci, vcetn¢ typu pfipadné chyby a mista, kde chyba vznikla.
V nejjednodussim piipadé pouhé kontroly typu ANO/NE (program je
spravné/neni spravné syntakticky zapsan) se jedna o takzvanou syntaktickou
analyzu (dale budeme zkracovat SA). V anglicky psanych zdrojich se setkate
spise s jednoslovnym oznacenim ,,parsing“. O daném postupu - algoritmu jak
tuto SA provést, pak hovofime jako syntaktickém analyzatoru (anglicky
,parsere).

Z vasich znalosti rovnéz vyplyva, ze uz znate pomérné naivni metody, jak tyto
analyzatory sestrojit. Jsou jimi napiiklad zasobnikové automaty. Problém vSak
je (stejné¢ jako i vjinych problémech informatiky), jak tyto analyzatory
sestrojovat tak, aby byly dostatecné efektivni (,,rychlé). Je jasné, ze prekladac
Pascalu, ktery by vas program kompiloval celé hodiny by asi nemél pro vas
zadny uzitek. Podobné€ jako u jinych problém, proto ptijde piedevsim o to, jak
najit efektivni analyzatory. Odpovédi bude jisté zjednodusSeni a oklesténi ptilis
obecnych bezkontextovych gramatik a pfedevsim tim se budeme v celém kurzu
zabyvat.

7.1 Bezkontextova gramatika a zapis syntaxe jazyka

Bezkontextova gramatika (BKG) je jednim z velmi vhodnych zplsobu zapisu
syntaxe jazykl. Syntaxi zde rozumime jejich jazykovou strukturu. Umoziuje
totiz vyjadfit vétSinu technik, které naptiklad u programovacich jazyku
pouzivame. Jde o alternativu nékolika moznosti, opakovani stejného
jazykového vyrazu a hlavné vnofovani celych rozvétvenych struktur mezi
sebou. Posledni zmifiovana technika je pravé onou technikou, kterou neumime
vyjadfit pomoci jazykili regulérnich, ale teprve pomoci bezkontextovych
jazykl. Zkusme si predstavit velmi omezenou ¢ast néjakého programovaciho
jazyka — naptiklad strukturu aritmetického vyrazu. Principialné je vétsina
jinych struktur velmi podobnych (napt. sekvence piikazi je analogicka
opakovanému s¢itani podvyraza!).

ReSeny priklad 43:

Sestrojme BKG pro jazyk slozeny z aritmetickych vyrazi s operandem X,
operacemi +,* a umoznujici vnotfovat dal§i podvyrazy stejného typu pomoci
symboll zavorek (,). Kupfikladu se miiZe jednat o vyraz:

X*(X+X+X)

Gramatiku sestrojime hierarchicky — tedy aby byla rozliSena priorita operatori
a vyuzijeme ,rekurzivni“ vlastnosti pfepisu neterminalu, abychom docilili
mozZnosti generovat opakované s¢itani a nasobeni.

G={S, A B{X *+ (,)},S,P)

P:
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S —>1 A+S, S > A (opakovany prepis na S nam umozni generovat libovolné
mnoho scitani struktury A)

A —>3B* A, A >4 B (opakovany prepis na A nam umozni generovat libovolné
mnoho nasobent struktury B)

B —s (S ), B =6 X (rekurzivnim prepisem na S miizeme vnorit libovolné
mnoho podvyrazii zcela stejné struktury jako vyraz sam do zdvorek anebo
ukoncit generovani operandem x )

(Pozn.: index u symbolu — uréuje pomocné Cislo pravidla)

V této gramatice pak lze snadno generovat naptiklad vySe uvedeny vyraz
X*(X+X+X):

S:>2A:>3B*A:>6X*A:>4X*B:>5X*(S):>1X*(A+S)
S4X*(B+S)=X*(X+S)=1X*(X+A+S)
=4X*F(X+B+S) =X *(X+X+S) = X*(X+X+A)

=4 X*(X+X+B)=gx*(X+X+X)

(Pozn.: index u symbolu = urcuje pomocné ¢islo pravidla)

Vidite, ze dand, pomérné jednoducha gramatika, dokaze generovat relativné
sloZitou strukturu, jakou je aritmeticky vyraz z hlediska hierarchie vnofeni.
Zaroven jsme diky indextim ziskali informaci o zptsobu konstrukce vyrazu —
sekvence 23645146146246. Tim, ze jsme navic provedli kanonickou derivaci —
levé odvozeni (vzdy prepisujeme nejlevéjsi neterminal) sméfujeme
K jednozna¢nému postupu — algoritmu, jak generovat konkrétni vyraz. Spolu
S intuitivnim pravidlem pro vybér varianty 1 nebo 2 resp. 3 nebo 4, které vybira
dle toho, zda je jesté pfitomen v poZadovaném vyrazu dal$i operator stejného
typu nebo ne, nam dava toto levé odvozeni deterministickou moznost krok po
kroku derivovat pravé poZadovany vyraz. Samoziejmé je jeSté potieba spravné
vybrat pravidlo 5 nebo 6, ale to 1ze ucinit jednoduse dle toho, zda se vyskytuje
jako nasledujici poZadovany znak x nebo (.

Zminovany determinismus — tedy schopnost jednozna¢né urcit, které pravidlo
mame pouzit — neni samoziejm& automaticky. Jsou gramatiky, kde jej
nebudeme schopni splnit, coz ma pomérné zna¢ny dopad na efektivitu
takového procesu. Kdybyste nevédéli, které pravidlo si vybrat, pokud mate
vice moZznosti, museli byste zkouSet v podstaté vS§echny moZnosti, které existuji
a Cekat, zda dojdete k pozadovanému vyrazu. To obecné¢ vede k takzvané
,kombinatorické explozi“, coz je vytvafeni obrovského mnoZstvi moznosti
geometrickou fadou. Takovato exploze samoziejmé znané¢ omezuje pouziti
daného postupu pro redlné aplikace. Je tedy jasné, ze vhodny tvar vychozi
gramatiky je pro redlné aplikace zasadni. A taktéz vam asi zacind byt ziejmé,
ze 1 pro nékteré bezkontextové jazyky neni viibec mozné deterministické a
zéaroven efektivni postupy najit.
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7.2 Backusova-Naurova forma

Dal8im piehlednym a hlavné v praxi jesté vice vyuzivanym zptisobem zapisu
syntaxe jazyka je takzvana Backusova-Naurova forma (BNF). Jde o zapis
podobny bezkontextové gramatice, ale piitom bliz§i spiSe programatortim,
resp. praxi.

BNF obsahuje podobné jako BKG netermindly, které se uvadeji do thlovych
zavorek a prepisuji skrze symbol := na fetézce termindlnich a netermindlnich
symbolu. Jde tedy o pravidla tvaru:

<X>:=oy ‘ |(Xn

Pro piehlednéjsi zapis je vSak jest¢ lepsi modifikace BNF zvana EBNF
(Extended BNF) — rozsifena BNF, ktera zjednoduSuje zapis opakované
pouzivanych, ptip. podminéné vyskytujicich se vyraz. Umoziuje nasledujici
zapisy:

{o} — znamena, Ze vyraz se vyskytuje v libovolném poctu (ekvivalent operace
iterace)

{a}s™ - znamena, Ze vyraz se vyskytuje v poctu nejméné n a nejvyse m
(ekvivalent operace mocniny od n do m)

[o] — znamena, Ze vyraz se mize a nemusi na daném misté vyskytnout - je to
ekvivalentni zapisu {oo"

ReSeny priklad 44:

Gramatika z ptedchoziho piikladu by v BNF mohla byt zapsana naptiklad
takto:

<aritmeticky vyraz+> := <aritmeticky vyraz*>{+<aritmeticky vyraz*>}
<aritmeticky vyraz*> = <operand/podvyraz>{*<operand/podvyraz>}
<operand/podvyraz> := (<aritmeticky vyraz+>) | X

BNF umoziiuje ptehledny zapis a navic 1 jednoduchy pfechod k nékterym
typim SA, které vSak budeme probirat spiSe ve vyS$im kurzu Prekladace.
V zavéru textu se ale této metodé¢ SA alespon okrajové budeme vénovat.
S pomoci BNF je zapsana napiiklad celd gramatika jazyka Pascal v u€ebnici
[J188]. Piikladem muze byt deklarace podminéného piikazu:

<podminény piikaz> := if <booleovsky vyraz> then <ptikaz>|
if <booleovsky vyraz> then <ptikaz> else <ptikaz>
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7.3 Syntakticka analyza v realnych aplikacich

Pouziti syntaktické analyzy v redlnych aplikacich uz trochu vyplyva
Z ptedchozich podkapitol. Jednim ze stézejnich pouziti je vyuziti SA jako
soucasti prekladace. Piekladac je algoritmus (program), ktery k libovolnému
kodu ve zdrojovém jazyce (zdrojovy kod) vytvoii kod v cilovém jazyce (cilovy
kod). Tento proces se sklada z mnoha Casti a zejména v pocatecni fazi piekladu
hraje SA vyznamnou roli. Pocatecni faze ptekladu integruje zejména tii druhy
analyzy kodu:

1. Lexikdlni analyza
2. Syntaktickd analyza
3. Sémantické analyza

Prvni ¢ast tedy lexikalni analyza shlukuje symboly do takzvanych lexikalnich
elementl. Piikladem takového elementu v programovacim jazyce miize byt
napiiklad identifikator. Typicky lexikalni analyza neptesahuje slozitosti tiroven
regularnich jazyk. Tu pak obstardvd SA, ktera jiz pracuje s pfipravenymi
lexikalnimi elementy a vytvaii jistou reprezentaci deriva¢niho stromu podle
konkrétni gramatiky. Sémanticka analyza pak fteSi problematiku kontroly
urcitych vazeb programu jako jsou vazby typt proménnych apod.

Samoziejmé, ze preklada¢ nemusi provadét pouze pieklad zdrojového kodu
v n¢jakém programovacim jazyce. Existuji ptekladace zdrojovych kodl textd
v programech pro podporu sazby textu jako je napt. TeX, kde popisujete text
pomoci ,ptikazi“. Nebo lze provadét preklad mezi riznymi formaty napf.
RichTextFormat vs. TeX.

7.4 Syntakticka analyza ,,shora doli“

Zasadni rozdéleni pfistupit v SA spociva ve zplsobu konstrukce deriva¢niho
stromu odvozeni pro dany jazyk (gramatiku). Prvnim pfistupem je analyza
principem ,,shora doli* (anglicky top-down parsing). Tento princip vychazi
pii analyze z mySlenky postupné doptfedného odvozovéani na zasobniku od
pocatecniho netermindlu S a srovnavani analyzovaného slova po terminélnich
symbolech, které se objevi na zasobniku az dojdeme do situace, kdy nam
nezbude jiz nic ke srovnédni a to jak v pivodnim slové, tak v pfepisovanych
fetézcich od S na zasobniku. Tyto kroky, kdy pfepisujeme od S nazyvame
expanze (jelikoZ netermindly roz$ifujeme na fetézce podle pravidel).
Podivejme se na ptiklad takovéto analyzy.

ReSeny priklad 45:
M¢jme gramatiku dle ptikladu 1.
G=({S A B {X * + ()} S P)

P:S—>{A+S,S—>, A
A—>3;B*A A—>,B
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B —s ( S ), B —¢ X

Postupné expanze a srovnani od S muzeme linedrné¢ a graficky znazornit,
pricemz odvozeni zlstava stejné (kazdy krok odpovida kroku ve znazornéni,
podtrzenym pismem a symbolem = zobrazujeme srovndvané terminalni
symboly). Slovo, které chceme rozpoznat zvolime pro ilustraci jednoduché:

X * X

S=>2A=3BF*AS X *ARXTARXFTASIXF B =2 X * X2 X * X

@% ® O

® ®

BOOWEO®| E® WK
%

X *

© © ©

®) ®) ®)
ONVAOMONAOMONAD
0 W G|W 6

x
x

analyzované fetézec na
X] =  symboly @ zésobniku

7.5 Syntakticka analyza ,,zdola nahoru“

Druhym pfistupem je analyza principem ,,zdola nahoru* (anglicky bottom-up
parsing). Tento princip vychdzi pii analyze z mySlenky postupné zpétné
odvozovani tim, ze postupné vkladdme symboly do zasobniku a pokud se nam
vyskytne v zasobniku fetézec, ktery se vyskytuje u nékterého z pravidel na
opacné (pravé stran¢), tak provedeme zpétné odvozeni na dany neterminal.
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Princip je tedy zcela opacny — fetézce zjednodusujeme na neterminaly. Tomuto
opaku expanze se fika redukce. Slovo je pfijato, pokud dojdeme k situaci, ze
slovo je celé precteno a na zasobniku zbyl pouze neterminal S. Podivejme se
na ptiklad takovéto analyzy.

Analyza
,,zdola nahoru “

Reseny piiklad 46:

N4
K

b
7

M¢jme gramatiku dle ptikladu 1.

Postupné redukce a vklddani do zasobniku miiZzeme linedrné a graficky
znazornit, pficemz odvozeni zlstava stejné (kazdy krok odpovidd kroku ve
znadzornéni, podtrzenym pismem a symbolem = zobrazujeme vkladané
terminalni symboly). Slovo, které chceme rozpoznat zvolime pro ilustraci
jednoduché:

x * x (Pozor! V tomto ptipadé¢ musime slovo ¢ist v obraceném potadi, pokud
chceme opét dostat levé odvozeni.)

X <eB<=s A x*AxXx*A=B*A A <,S
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O OO O®W

®
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®

XTI *LIXIIX 1> x({Ix||*]]|X

analyzované fetézec na
symboly @ zasobniku

Oba principy analyzy bychom mohli zkoumat z pohledu jejich intuitivnosti i
efektivity. Pravdépodobné intuitivnéjsi se vam bude zdat SA ,,shora dola®,
nebot’” hierarchicky prochdzi jednotlivé struktury od nejsloZitéjSich
k nejjednodussim. Naopak analyza ,,zdola nahoru“ hledd mozné ,stiipky
skladanky* a postupuje tim méné piehledné k nejvyssimu celku v hierarchii.

V textu si ukdzeme oba pfistupy na konkrétnich typech BKG. Bude se jednat o

takzvané LL a LR gramatiky. Zkratky LL a LR vyjadiuji jednak zptisob cteni
analyzovaného slova (,,left-to-right“ — zleva doprava nebo ,right-to-left*
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naopak) a druhé pismeno pak vyjadiuje typ derivace, ktery dostaneme
analyzou takovych gramatik (left — leva derivace, right — prava derivace).

I zplsob vyuziti v praxi souvisi s vySe zminovanou ,,intuitivnosti“. Pokud
budete chtit konstruovat analyzatory (pfekladace) spiSe vlastnimi silami
,ruéné*), pak pouzijete piehlednéjsi LL gramatiky (jsou ovSem slabsi, pokud
jde o vyjadiovaci schopnosti — neumi vyjadfit nékteré jazyky, které LR
gramatiky umi). V pfipad¢, ze budete chtit pouzit jiz hotové automatizované
nastroje (existuje jich mnoho a budeme se jimi zabyvat ve vysSim kurzu
ptekladace), pouzijete spiSe LR gramatiky. Tyto nastroje vam umoZzni
vygenerovat zcela automaticky analyzator pro gramatiku. OvSem tyto typy
analyzatorti jsou mén¢ piehledné a jejich algoritmicka tvorba je mnohem

vV

vvvvvv

- syntaxe jazyka a jeho gramatika

- preklada¢ a automat

- syntaktickd analyza a syntakticky analyzator
- determinismus

- Backusova-Naurova forma

- SA ,,shora dolu* a ,,zdola nahoru“

Ukoly k textu:

Sestrojte BKG a Backusovu-Naurovu formu pro jazyk vyrokovych formuli
sjedinym atomem x a operacemi konjunkce, disjunkce a implikace (S
rozliSenim priority) a déale s moznosti vnofit misto atomu podformuli
uzavienou do zévorek.

Ke gramatice a vybrané formuli (co nejjednodussi) z ukolu 1. proved’te SA
,,shora dolu*“ a ,,zdola nahoru®.
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8 Syntakticka analyza shora dolu

Cil:
Po prostudovani této kapitoly pochopite:

e Jaka omezeni maji nejjednodussi typy LL gramatik
e Funkci rozkladové tabulky v SA

Naucite se:

e Vytvaret rozkladovou tabulku pro SLL(1) gramatiku
e Provadét SA pomoci této rozkladové tabulky

Pruvodce studiem

Studium této kapitoly by pro vds mélo byt mnohem zajimavéjsi nez u
teoretickych kapitol. Ukazeme si nékteré postupy, které se uplatiuji pri tvorbé
prekladacu. Doporucuji sledovat pozorné priklady a teprve poté nezbytnou
teorii. Vénujte této kapitole cca 6 hodin.

b 4
AN

Pfi deterministické syntaktické analyze se v zasadé mohou vyuZzivat dva typy
informaci:

1. Informace o nepiectené Casti analyzovaného (vstupniho) fetézce

2. Informace o dosavadnim prubéhu SA
Samoziejmé, ze ¢im méné takovychto pomocnych informaci budeme
potiebovat, tim jednodussi a pfimocatejSi SA bude. U LL gramatik se bude
vyuZzivat predevS§im informace o k symbolech, které se v fetézci vyskytuji na
nasledujicich k pozicich a pouze u obecnégjSich typt LL gramatik bude potieba
mit k dispozici i informace typu 2.
Z praktického hlediska je to velmi vyhodné. Vratme se opét k programovacim
jazyktim. Z hlediska konstrukce analyzatoru je velmi pohodlné (a tim i
algoritmicky malo slozit¢), kdyZ budeme zdrojovy kod ¢ist pouze doptedu bez
navrati a navic si nebudeme muset uchovéavat né&jaké dals§i nadbytecné
informace.

8.1 Model analyzy ,,shora dolu“ a jednoznac¢nost

Pfi studiu modelu analyzy typu ,shora doli“ jste vidéli, ze klicovym
problémem je rozhodnuti, jaké pravidlo pouzit, pokud mame u jednoho
netermindlu vice moznosti na co jej expandovat. Specidlni typy gramatik pro
tento typ analyzy proto maji omezeni, které ma predevSim zabranit vzniku
nejednoznacnosti pii pouziti prepisovaciho pravidla u stejného netermindlu.
Podivejme se na nasledujici velmi jednoduchou gramatiku:

ReSeny priklad 47:

G =({S, A}{ab,c}, S, P)

P:S —>1aASc,S—»b
A >3 a, A —>4,CcSAb
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Lze vygenerovat naptiklad slovo: acbabbc
S =1 aASc =4 acSAbSc =, achAbSc =3 achabSc =, achabbc

U této gramatiky je uz na prvni pohled zfejmé, Ze ma pro kazdy neterminél dvé
pravidla. Teoreticky zde tedy hrozi nejednoznacnost pii expanzi. Pti blizSim
zkoumani, jakym terminalnim symbolem pravidla zacinaji, ale zjistime, Ze
kazdé z pravidel pro urCity neterminal zacind rtiznym symbolem. Nabizi se
tedy moznost rozhodnout se podle toho, jaky symbol v analyzovaném slové
nasleduje. U této gramatiky je to pomérné jasné, avSak to jen diky dvéma
faktm:

1. Kazdé¢ pravidlo zacind terminalem — tedy pfimo ,,vidime* na jaky
symbol mame piepis provést a tedy i vidime, zda nedochazi k piepisu
na stejny terminal u dvou pravidel pro stejny neterminal (tzv. kolize).

2. Gramatika viibec neobsahuje pravidlo s e (epsilonem) na pravé strané.
Pravé e-pravidla by celou situaci jesté¢ mnohem vice zkomplikovala,
nebot’ zplsobuji, Ze pfislusné netermindly mohou (ale nemusi)
vV odvozeni ,mizet. To pak Vv odhalovani kolizi zptsobuje dalsi
nepiehlednost.

Jak si pozd&ji ukdZeme je moZné jednoznacnou SA provadét i bez splnéni

vvvvvv

8.2 Jednoduché LL(1) gramatiky a rozkladové tabulky

Gramatika z pfedchoziho fteSeného piipadu spliiuje podminky, které
pfedpokladdme u nejjednodusSiho typu LL gramatik. Jde o takzvanou
jednoduchou LL(1) gramatiku neboli SLL(1) (Simple LL). Jeji zakladni
omezeni spociva vtom, Ze vzdy piepisuje neterminal na fetézec zacinajici
terminalem a dvé pravidla pro jeden neterminal musi zacinat rlznymi
termindly.

Definice 48: Bezkontextova gramatika G=(I1,Z,S,P) je jednoducha LL(1)
gramatika nebo SLL(1) gramatika, pokud plati:

1. (X—>ao) € P, kde a je terminal a o je Fetézec slozeny
Z terminald a neterminali.
2. Kdyz plati (X—aa) € P a (X—>bp) € P, paka=Db.

Cislo ,,1* v nazvu SLL(1) uréuje poéet symbold, ktery musime dopfedu znat
Vv analyzovaném slov¢, abychom byli schopni ur¢it jaké pravidlo pouzit. Vidite,
ze u kazdého pravidla jsme to schopni urcit na zakladé pouhého jednoho
znaku, nebot’ podminka 2. vylu€uje existenci dvou pravidel pro stejny
netermindl zacinajici stejnym znakem.

Pro kazdou takovou gramatiku (i obecnéjsi typy LL gramatik) je mozné

sestrojit takzvanou rozkladovou tabulku, kterd urcuje pro kazdy neterminal a
ptislusny néasledujici symbol podle jakého pravidla mame provést expanzi.
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Algoritmus pro vytvofeni takovéto rozkladové tabulky pracuje podle
jednoduchého principu — na pfislusny tadek (odpovidajici neterminalu) a
prislusny sloupec (odpovidajici vstupnimu symbolu na pravé strané pravidla)
se vlozi fetézec, ktery je u zkoumaného pravidla na pravé strané.

Pro gramatiku z pfedchoziho ptikladu by rozkladova tabulka vypadala
nasledovné.

Reseny piiklad 48:

M¢jme gramatiku:

G =S, A}{ab,c}, S, P)
P:S—>1aASc, S > b
A—>3a, Aoy cSAb

M a b C
S aASc, 1 b, 2
A a, 3 cSADb, 4

Mame-li sestrojenou rozkladovou tabulku, mizeme pomoci algoritmu pro
syntaktickou analyzu provést rozpoznani daného slova. Tento algoritmus
postupné ¢te vstupni slovo, pracuje s paméti typu zasobnik a provadi 4 mozné
operace — expanze podle pravidel, porovnani stejnych symbolii na zasobniku i
ve vstupni fetézci, pfijeti slova (pokud se vyprazdni zasobnik a slovo je
pre¢teno) a chyba, pokud se dostaneme do situace, pro kterou neni
v rozkladové tabulce definovana akce.

Nasledujici formalizace uvedeného postupu je obecnym postupem pro LL(1)
gramatiky (tedy 1 pro vyssi typy obecnéjSich gramatik, které budeme probirat
pozdé&ji).

Algoritmus 1: Syntakticka analyza pro LL(1) gramatiky.

Vstup: rozkladova tabulka M pro SLL(1) gramatiku, g-gramatiku nebo
LL(1) gramatiku G=(I1,%,S,P), vstupni fetézecw € %"

Vystup: levy rozklad (derivace) vstupniho fetézce v piipadé, ze w € L(G),
jinak chybova signalizace.

Postup:

- Algoritmus ¢te vstupni fetézec, pouziva zadsobnik a vytvari vystupni fetézec
sloZeny z indext pravidel.

- Konfigurace je trojice (x, a, m), kde x € £, o e ITU X) an e N, kde x
je dosud nepfectena Cast slova, a je obsah zasobniku a 7 je posloupnost
¢isel pravidel reprezentujici levy rozklad podle G.
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- Pocatecni konfigurace je (w, S, e) a algoritmus provadi pfechody mezi
konfiguracemi podle nasledujicich kroki 1. a 2., dokud nenastane situace 3.
nebo 4.

1. Expanze: (ax, Aa, ) = (ax, Ba, ©i), pokud A € I, M(A, a) = B, i.
Symbol A se na vrcholu zdsobniku nahradi fetézcem [ a cislo 1 je
pfipojeno k posloupnosti reprezentujici levy rozklad.

2. Porovnani: (ax, ac, ©) = (X, o, 1), pokud a € £". Totozné symboly na
vrcholu zasobniku a ve vstupnim fetézci se smazou resp. prectou ze
vstupu.

3. Prijeti: konfigurace (e, e, ) znamena, ze fetézec je rozpoznan,
analyza kon¢i a m obsahuje posloupnost pravidel reprezentujici levou
derivaci fetézce podle G.

4. Chyba: ve vSech ostatnich pfipadech analyza konc¢i s chybovou
signalizaci.

Pokusme se nyni provést SA slova vygenerovaného v gramatice
z ptedchoziho ptikladu, ke které pouzijeme rozkladovou tabulku vyse
uvedenou.

ReSeny priklad 49:

M¢jme fetézec acbabbc, pak nasledujici prechod konfiguraci
reprezentuje SA.

(acbabbc, S, e) = (acbabbc, aASc, 1) = (cbabbc, ASc, 1) =

(cbabbc, cSAbSc, 14) = (babbc, SAbSc, 14) = (babbc, bAbSc, 142) =
(abbc, AbSc, 142) = (abbc,abSc, 1423) = (bbc, bSc, 1423)

= (bc, Sc, 1423) = (bc, be, 14232) = (c, ¢, 14232) = (e, e, 14232)

8.3 Tvorba rozkladové tabulky

Vlastni algoritmus pro vytvofeni rozkladové tabulky Ize formalizovat
nasledovnég. Tento postup je ovSem pouzitelny pouze pro SLL(1) gramatiky.
Algoritmus 2: Vytvoreni rozkladové tabulky pro SLL(1) gramatiku.

Vstup: SLL(1) gramatika G=(I1,Z,S,P).

Vystup: rozkladova tabulka M pro G.

Postup:
- Rozkladova tabulka je definovana na kartézském soucinu IT x Z.
1. Pokud A— aa je i-té pravidlo v P, pak M(A, a) = aa, i.
2. M(X, a) = chyba v ostatnich pfipadech (tyto pfechody neni tfeba
vypisovat — jako jejich ekvivalent slouzi prazdny piechod).
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Syntakticka analyza shora dolu

Aplikujme nyni tyto postupy na trochu prakti¢téjsi problém. S pomoci velmi
omezenych prostiedkd, které nam dava SLL(1) gramatika se ndm zépis i
pomérné jednoduchych tloh bude konstruovat pomérné tézko. Nemame totiz
k dispozici kli¢ovy prostiedek, kterym je e-pravidlo (umoziuje provadét iteraci
stejnych vyrazil) a zaroven nesmi dojit k situaci, kdy néjaké pravidlo zacina
stejnym termindlem. Tato kombinace C¢ini z této ulohy v kontrastu s jiz
feSenymi podobnymi gramatikami bez tohoto omezeni pomérné slozity a méné
ptehledny problém.

Reseny piiklad 50:

Sestrojme gramatiku, ktera bude popisovat blok v programovacim jazyce C,
ktery bude slozen ze sekvence abstraktnich ptikazi p nebo vnofenych bloki
(uzavienych do slozenych zavorek — {,}). Aby bylo mozné vibec sestrojit
SLL(1) gramatiku, musime provést jist¢ omezeni ukonceni sekvence piikazl a
blokli. V SLL(1) gramatice nemiizeme pouzit e-pravidlo a tedy je nutno odlisit
situaci, kdy néjaky piikaz nasleduje a kdy ne. Upravime si tedy deklaraci tak,
ze vSechny ptikazy jsou odd¢€leny stiednikem (;) vyjma posledniho.

G= ({S, P, R}:{p! {1 }1 1}1 S, P)
P:S—>1{P,P >2pR,P >3{PR,R >4 ;P,R —>s}

Konstrukce této gramatiky se opira o nasledujici pravidla:

- Neterminal S vytvari uzavieni do zavorek, ovSem musime k ukonceni
pouzit jinych prostfedkii neZ u neomezenych BKG, je zde totiZ problém,
jak rozlisit, Ze uz jde o koncovy piikaz nebo jesté blok pokracuje dal$im.

- Sekvence ptikazl je generovdna netermindlem P, rozliSuji se dvé moznosti
— bud’ jde o ptikaz p nebo o vnofeny blok zaCinajici zavorkou, oba
konstrukty je mozno ukoncit pomoci R

- R vyzaduje rozliSeni, zda jesté nasleduje dalsi piikaz oddéleny stiednikem
nebo jde o konec bloku uvozeny uzaviraci zavorkou

- Jen diky tomuto pomérné nepiehlednému ptistupu jsme dokdzali sestrojit
SLL(1) gramatiku, coZ navozuje myslenku, Ze tyto gramatiky pro praktické
ulohy jsou pftili§ omezené

Miizeme nyni odvodit ukazkovy blok jazyka C:

S =1 {P =2 {pR =4 {p;P =3 {p;{PR=2 {p;{PRR =5 {p:{p}R
=4 {P;{p};P} =4 {p;{p}:PR =5 {p:{p}:p}

Vidite, Ze diky nelogickému rozdéleni na ¢€ast pocatecni a koncovou je
kontrolu zda jde opravdu o SLL(1) gramatiku a pokud ano, tak sestrojime
rozkladovou tabulku a provedeme analyzu bloku, ktery jsme praveé
vygenerovali.

Kontrola podminek pro SLL(1) gramatiku.
1. VSechna pravidla zac¢inaji terminalem.

124



Syntakticka analyza shora dolu

2. U S je pouze jedno pravidlo a tudiz konflikt nehrozi. Neterminal P se
prepisuje bud’ na fetézec zacinajici p nebo {, coz opét neni konflikt a
neterminal R se piepisuje na fetézec zacinajici ; nebo }, coz opét jsou
rizné symboly.

Gramatika tedy je SLL(1).

Rozkladovou tabulku sestrojime dle algoritmu.

M p ; { }
S P 1

P PR, 2 {PR, 3

R P, 4 1.5

Nyni mizeme provést analyzu slova {p;{p}:p}:

({p:{pr}:p}. S, €) = ({p:{p}:p}, {P, 1) = (p:{p}:;p}, P, 1) =
(p;{p}:p}, PR, 12) = ({p}:p}: R, 12) = (;{p};p}, ;P , 124) =
({p}:p}, P, 124) = ({p};p}, {PR, 1243) = (p};p}, PR, 1243) =
(p}:p}, PRR, 12432) = ( }:p}, RR, 12432) = ( }:p}, IR, 124325) =
(:p}, R, 124325) = (:p}, ;P, 1243254) = ( p}, P, 1243254) =

(p}, PR, 12432542) = ( }, R, 12432542) = ( }, }, 124325425)

= (e, e, 124325425)

Slovo bylo rozpoznano a leva derivace je reprezentovana cisly pouZitych
pravidel: 124325425

Vyhodou SLI(1) gramatiky je samoziejmé velmi jednoducha konstrukce
v nasledujicich kapitolach. S pomoci této tabulky uz je analyza zcela
deterministickd a mohl by ji velmi jednoduSe provadét napiiklad pocitacovy
program.

8.4 Q-gramatika a funkce FOLLOW

V ptedchazejici podkapitole jsme se seznamili s nejjednoduss$im typem LL(1)
gramatiky, ktery neumoznuje pouziti epsilon pravidel. Jak uz bylo feceno, jde
o velmi omezujici kritérium, nebot’ to kupiikladu neumoznuje zapsat Zadnou
gramatiku, ve které se vyskytuje prdzdné slovo. To by jesté¢ nebyl zasadni
problém (Ize se omezit 1 na takové gramatiky a samotné prazdné slovo feSit
jinak — nesystémove). Bez epsilon pravidla nemizeme piehledné popsat
syntaktické struktury, které jsou obvyklé v problémovych ulohach (viz
predchozi kapitola). V nasledujicim textu si tedy ukdzeme o néco obecnéjsi
gramatiky, které e-pravidlo piipousté;i.

Takzvané q-gramatiky jsou vlastné SLL(1) gramatiky s roz$ifenim
umoznujicim pouzit epsilon pravidlo. Toto pouziti ovSem neni zcela
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automatické. Epsilon pravidlo muze totiz zptsobit ne zcela transparentni kolizi
mezi tim, ¢im mize pro urcity neterminal fetézec zacinat a tim, co muze
nasledovat v generovaném slové v pfipad¢, ze by se epsilon pravidlo
aplikovalo (tudiz by se netermindl vymazal a nésledovat mohou vSechny
fetézce, které 1ze odvodit bezprostfedné za timto neterminalem).

To bude vyzadovat definici specialni funkce FOLLOW, ktera obsahuje
vSechny takové symboly, které nasleduji. Zjisténi, o které symboly jde, neni
trivialni postup, avsak algoritmus lze zapsat n¢kolika pravidly.

Uvazujme nasledujici gramatiku:
Reseny piiklad 51:

G=({S,A}{ab,c} S, P)
P:S —>1aAS,S —->b, A—>3CAS,A—>,e

Tato gramatika neni SLL(1), protoZe obsahuje epsilon pravidlo. Aby bylo
mozné provadét opét deterministickou SA podle stejného principu jako u
SLL(1) gramatiky, musime mit k dispozici rozkladovou tabulku. Vytvofeni
polozek pro pravidla 1. — 3. se zdd velmi jednoduché a je totozné jako u
SLL(1). Ale problematické je pravidlo 4. Kdy mame provést piepis podle néj a
nezpusobuje ndm kolizi s jinym pravidlem pro neterminal A? Jak to pozname?
Na tyto otazky existuje odpovéd’, pokud si uvédomime, co bude znamenat
aplikace tohoto pravidla. Pokud nékde aplikujeme pravidlo 4., neterminal A
v daném fetézci ,,zmizi“ a jako nasledujici termindlni symbol dostaneme
mnozinu téch terminald, které nasleduji za A. Co do takovéto mnoziny patfi.
Uvazujme, kde se na pravé stran¢ v pravidlech vyskytuje A. Jde o dva vyskyty:

S —>1aASaA —3CcAS

V obou téchto pfipadech vidime, Ze pokud A ,,zmizi* dostane se na jeho misto
ten symbol, kterym ,,za¢ind* netermindl S. U této gramatiky je pak zcela
zfejmé, ze S mize diky pravidlim 1. a 2. zacinat jediné¢ symbolem a nebo b.
Logicky se tedy tato pravidla aplikuji, pokud se v generovaném/analyzovaném
slové vyskytnou tyto symboly. Proto je zafadime do pfislusnych sloupcii pro
neterminal A v rozkladové tabulce. Zaroven je jasné, ze kdyby kterykoliv
z fetézcl na pravé stran€ pravidla pro A zacinal symbolem a nebo b, tak by
nebyla tabulka jednoznacnd, nebot’ se mohl provést bud’ ptepis na tyto fetézce
nebo na epsilon. Zde ovSem Zadna nejednoznacnost nevznika, nebot’ symboly
a, b nekoliduji sc. Tabulka jeSt¢ navic musi obsahovat novy sloupec e
(epsilon) a to z davodu moznosti piepisu na zasobniku i v pfipadé, ze celé
slovo uz je pfeteno a my mulZeme jeSté aplikovat epsilon pravidla (ty
nevygeneruji zadné symboly a tudiz nedojde k nesrovnalosti s obsahem
zasobniku a analyzovaného fetézce).

Rozkladova tabulka tedy vypada takto:

M a b C e
S aAS, 1 b, 2
A e, 4 e 4 cAS, 3
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Podle této tabulky mizeme analyzovat slovo aacbb:

(aacbb, S, e) = (aacbb, aAS, 1) = (acbb, AS, 1) = (achb, S, 14)
= (achb, aAS, 141)

= (cbb, AS, 141) = (cbb, cASS, 1413) = (bb, ASS, 1413)

= (bb, SS, 14134) = (bb, bS, 141342) = (b, S, 141342)

= (b, b, 1413422) = (e, e, 1413422)

Pozn. Kazdéa aplikace pravidla 4 vyzadovala rozhodnuti, zda neterminal A
vypustit. Je jasné, ze kdyby naptiklad pro neterminal A a symbol b bylo
definovano pravidlo, nedokdzali bychom se rozhodnout zda pouzit ono
konkrétni pravidlo nebo nejprve vypustit A a teprve nasledné¢ b vygenerovat
pomoci netermindlu nebo fetézce, ktery nasleduje! Podle symbolu, ktery se
vykytuje jako nésledujici v analyzovaném slové mizeme urcit, které pravidlo
by se pouzilo za piedpokladu, Zze A se vypusti pomoci epsilon pravidla.
V takovém piipadé€, Ze tato moznost v kroku, ktery by nésledoval, existuje,
muzeme diky epsilon pravidlu ,,uvolnit misto* pro pozd¢jsi piepis na symbol
nasledujici ve slové. Proto se u g-gramatiky vyzaduje, aby mnozina FOLLOW
pro neterminal, ktery pfepisuje na epsilon, byla disjunktni s mnozinou
symboli, kterymi zaCinaji pravidla pro tento neterminal.

Definice 49: Mame neterminal X v G = (I1,Z,P,S), pak plati:
FOLLOW(X) = {a| S=* aXpB, p =>*ay, ye(IIu 2)* } U {e| S=* aX}

Hodnotou funkce FOLLOW pro dany neterminal X je mnozina v§ech symbold,
které mohu nasledovat za X, vcéetné¢ e (epsilon), pokud za X uz nemusi
nasledovat Zadny symbol (miiZe byt na konci fetézce v odvozeni).

Ptikladem FOLLOW miiZe byt hodnota FOLLOW(A) = {a, b} pro gramatiku z
piedchoziho ptikladu.

Definice 50: BKG se nazyva q-gramatika, jestlize plati:

1. Prava strana pravidla je bud’ prazdna (epsilon) nebo zadina
terminalem.

2. Kazda dvé pravidla prepisujici stejny neterminal X se liSi
terminalem, kterym zacind prava strana (pokud X—aa, X—bp
jsou ruzna pravidla, pak a#b).

3. Jestlize existuje pravidlo X—e, pak terminaly, kterymi zacinaji
pravé strany ostatnich pravidel X—ao, nesmi patfit do
FOLLOW(X), agFOLLOW(X).

8.5 Vypocet funkce FOLLOW

Vypocet funkce FOLLOW lze realizovat algoritmem, ktery pracuje podle
nasledujicich pravidel (jedna se o takzvany teckovy algoritmus):
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tecka pred symbolem v fetézci nam urCuje misto, kde chceme urcit
terminalni symbol, ktery nésleduje

ur¢ime si na zacatku, které neterminaly se mohou piepsat (libovolnym
poc¢tem krokll) na e

rozSifujeme mnozinu pravidel s teckou, tim, ze ptidavame pravidla, ktera se

oy oo

Algoritmus 3: Vypocet FOLLOW(A)

Vstup: BKG gramatika G=(I1,Z,S,P) a neterminalni symbol A
Vystup:FOLLOW(A)

Metoda:

1. Polozime N, rovno mnozin¢ vsSech prvkia, které se daji prepsat (i
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rekurzivné) na prazdny fetézec (k tomu lze pouzit algoritmus z prvniho
dilu opory [Ha03], ktery se aplikoval pii pievodu BKG na nevypoustéjici
gramatiku).

Krok 2a: F = { A > A. }, do F umistime fiktivni pravidlo, které
reprezentuje situaci, kdy teCka vyjadiuje, Ze chceme zjistit vSechny
symboly, které se vyskytuji za A.

Krok 2b:

Je-li v F pravidlo B — v., kde y je neprazdny fetézec, dame do F
vSechna pravidla, ve kterych je na pravé stran¢ B a tecku umistime za B. V
podstaté budeme dale urcovat ¢im zacina fetézec za teckou. Piidavame tak
vlastné vSechny vyskyty inkriminovaného netermindlu v celé gramatice,
coz je cilem.

Krok 2c:

Je-li v F pravidlo C — o.Bp, ptidime do F vSechna pravidla s B na levé
strang, teCku umistime na zacatek. Tim, vlastné postupné rozvijime
vSechny neterminaly na fetézce, na které se mohou piepsat.

Krok 2d:

Je-1i v F pravidlo, kde je za teckou neterminalni symbol, ktery patii do
Ne, do F vlozime toto pravidlo jeSté jednou, ale tecku posuneme o jeden
symbol doprava (to je pfipad, Ze tento netermindl se miize pfepsat na
epsilon a tedy vypustit a je logické, ze nés tedy zajimaji 1 symboly
bezprostiedné za nim).

Krok 2e:

Kroky 2b, 2c, 2d opakujeme, dokud do F muzeme piidavat dalsi
poloZky.

Krok 3:
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Do FOLLOW(A) dame vsechny termindlni symboly, pied kterymi je
tecka. Je-li v F pravidlo S — a., kde S je startovaci symbol, pfidame do
FOLLOW(A) i symbol e (epsilon) — tato situace reprezentuje moznost, ze
za zkoumanym neterminalem uz neni zadny symbol, tj. S se piepisuje na
fetézec, kterym zkoumané misto kon¢i.

Aplikujme nyni algoritmus na gramatice z pfedchoziho ptikladu.
ReSeny priklad 52:

G=(S,A}{a b, c} S, P)
P:S —>;aAS, S —», b,A—)gCAS,A—>4e

Ur¢ime FOLLOW(A).

Krok 1: Spocditame Ne = {A} — zjevné S se nemuze pfepsat na e, nebot
vzdy obsahuje pfepis na alespori jeden terminal.

Krok2a: F={A —> A.}

Krok 2b: F={A—>A.,S —>1aAS,A—>3CcAS}

Krok 2c:F={A—>A.,S —>1aA.S,A—3CAS,S —>1.aAS5,S >, .b}
Krok 2d: F={A > A.,S —>1aA.S,A —>3CAS, S >, .aAS,S >, .b} -
nelze nic pfidat, nebot te¢ka neni nikde pred A.

Krok 2e: F={A —>A.,S —>;1aA.S,A—>3CAS,S —>;.aAS,S >, .b } -
konec, protoze uz neni mozno v nasledujicim kroku pfidat zadnou
novou polozku kroky 2b.,2c. ani 2d.

Krok 3: FOLLOW(A) = {a,b}

Vypocet funkce FOLLOW pouzijeme ve dvou ptipadech:
1. Je nutny pro zjiSténi, zda gramatika je g-gramatika (viz podminka 3
definice).
2. Umozni do rozkladové tabulky vlozit bunky, odpovidajici epsilon
pravidlu pro dany neterminal.

8.6 Tvorba rozkladové tabulky

wevr

Slozitost spociva v nutnosti spravné zaplnit buniky odpovidajici piepisu podle

129

N
AN




b 4
AN

Syntakticka analyza shora doli

pravidel s epsilon, coz vyzaduje spocitat funkce FOLLOW pro vSechny
netermindly, které prepisuji na e. Pak toto pravidlo vlozime do sloupct
odpovidajicich symbolim v mnozin¢ FOLLOW, resp. epsilon, pokud
FOLLOW e obsahuje.

Algoritmus 4: Vytvoieni rozkladové tabulky pro q-gramatiku.
Vstup: g-gramatika G=(I1,%,S,P).
Vystup: rozkladova tabulka M pro G.

Postup:
- Rozkladova tabulka je definovana na kartézském soucinu IT x (£ U e).
1. Pokud A— aa je i-té pravidlo v P, pak M(A, a) = aa, i.
2. Pokud A— e je i-té pravidlo v P, pak M(A, b) = e, i pro vSechny b €
FOLLOW(A).
3. M(X, a) = chyba v ostatnich pfipadech (tyto pfechody neni tieba
vypisovat — jako jejich ekvivalent slouzi prazdny piechod).

Aplikujme nyni probrané postupy na ptikladu analogickém jako v predchozi
kapitole (s mirnou modifikaci).

ReSeny priklad 53:

Sestrojme gramatiku, ktera bude popisovat blok v programovacim jazyce C,
ktery bude slozen ze sekvence abstraktnich piikazti p nebo vnofenych bloki
(uzavienych do sloZzenych zévorek — {,}). Na rozdil od konstruované q-
gramatiky se jiz nemusime omezovat v deklaraci jazyka. Muzeme dovolit
pouziti epsilon a tudiz ukonceni lze realizovat bez explicitniho netermindlu a
navic neni tfeba vyzadovat, aby posledni ptikaz bloku neobsahoval ;. Také je
mozné, aby piikaz byl prazdny — tedy pouze stfednik, resp. blok miZe byt
prazdny.

G=({S,P.R}{p.{.}.;}.SP)
P: S—)l{P}, P—)zp;P, P—)g{P}P ,P—4 P, P—ose

Pozn. Neterminal P vyjadiuje vSechny moznosti, jak mize vypadat sekvence
ptikazi.

Miuzeme nyni odvodit ukdzkovy blok jazyka C:

S =1 {P} =2 {p;P} =3 {p:{P}P} =2 {p:{p:P}P}=s {p;{p;}P}
=4 {p;{p};P} =2 {p:{p}:p;P} =s {p;{p}:p;}

Tato gramatika je schopna mnohem piehlednéji generovat bloky a sekvence
piikazi a navic Iépe odpovida normé jazyka C.

Kontrola podminek pro g-gramatiku. Potfebujeme vycislit FOLLOW(P):
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Krok 1: Spocitame N¢ = {P} — zjevn¢ S se nemuze piepsat na e, nebot’ vzdy
obsahuje ptepis na alespon jeden terminal.

Krok2a:F={P > P. }

Krok 2b: F={P —>P.,S—>1{P.},P >, p;P.,P >3 {P.}P, P >3 {P}P.,
P—,:P. }

Krok 2c: nic nového se nepiida

Krok 2d: nic nového se neptida

Krok 2e::F={P —>P.,S—>1{P.},P —>,p;P.,P >3 {P.}P, P >3 {P}P.,
P—4;P. }

— konec, protoze uz neni mozno v nasledujicim kroku pfidat zadnou novou
polozku kroky 2b.,2c¢. ani 2d.

Krok 3: FOLLOW(A) ={ ‘}* } — obsahuje pouze symbol }

1. VSechna pravidla zacinaji terminalem nebo epsilonem.
2. U Sje pouze jedno pravidlo a tudiZ konflikt nehrozi. Neterminal P se
prepisuje bud’ na fetézec zacinajici p, { nebo ; , coz opét neni konflikt.
3. Nesmi byt konflikt mezi mnoZinou FOLLOW(P) a vSemi terminaly,
kterymi zacinaji pravidla 2. — 4. Konflikt neni, protoze ve FOLLOW(P)
jejen symbol } a ten u zddného z téchto pravidel na zacatku neni.
Gramatika tedy je g-gramatika.

Rozkladovou tabulku sestrojime dle algoritmu.

M P , { 3 e
S {P}.1
Pl pP2 P, 4 {P}P, 3 €5

Nyni miiZeme provést analyzu slova {p;{p;};p;}:

{p{p:}p:}. S, e) = {p{p:}ips} {P} 1) = (pi{p:}pi} PY 1)
= (p:{p:}:p:} PP}, 12) = ({p:}ips} 1P 12) = ({ps}ip} PYL 12)
= {p:};p:}, {P}P}, 123) = (p;}:p;}, P}P}, 123)

= (p;}:p:} p;PIPY, 1232) = (}ips}, sPIP}, 1232)

= (1p;}, P}PY, 1232) = (}ip:}, 3P}, 12325) = (ipi}, P}, 12325)
= (;p;}, P}, 12325) = (;p;}, ;P}, 123254) = (p;}, P}, 123254)

= (p;}, p;P}, 1232542) = (;}, ;P}, 1232542) = (}, P}, 1232542)
= (}, }, 12325425) = (e, e, 12325425)

Slovo bylo rozpoznano a leva derivace je reprezentovana Cisly pouzitych
pravidel: 112325425; kazda z aplikaci pravidla 5. vyjadiuje situaci, kdy doslo
k umazani/ukon¢eni P na konci bloku.
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vvvvvv

- analyza ,,shora doli* a jednoznacnost
- LL gramatiky

- SLL(1) gramatika

- rozkladova tabulka

- algoritmus SA pro LL(1) gramatiky

Ukoly k textu:

Sestrojte  SLL(1) gramatiku pro jazyk aritmetickych vyrazti s jedinym
operandem x s operaci sCitani a dale s moznosti vnofit misto operandu x
podvyraz uzavieny do zavorek o stejné struktute.

K SLL(1) gramatice z tkolu 1. sestrojte rozkladovou tabulku a provedte
analyzu jednoduchého vyrazu (s alesponn dvémi spojkami a jednim vnofenym
vyrazem).

vvvvvv

- (-gramatika a jeji rozkladova tabulka
- Funkce FOLLOW

Ukoly k textu:
Sestrojte g-gramatiku pro jazyk aritmetickych vyrazt s jedinym operandem X s
operaci sCitani, ndsobeni a déle s moznosti vnofit misto operandu x podvyraz

uzavieny do zavorek o stejné strukture.

Ke g-gramatice z ukolu 1. sestrojte rozkladovou tabulku a proved’te analyzu
jednoduchého vyrazu (s alespont dvémi spojkami a jednim vnofenym vyrazem).
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9 Silné a slabé LL(k) gramatiky
Cil:
Po prostudovani této kapitoly pochopite:

e coje LL(1) gramatika

e jakou funkci a jakd omezeni pfinasi netermindl na zaCatku pravidla
e co je funkce FIRST a k ¢emu slouzi

Naucite se:

e vytvaret LL(1) gramatiky pro problémov¢ ulohy

e vytvaret rozkladové tabulky pro LL(1) gramatiky

e vycislit funkci FIRST

e provadét SA pro LL(1) gramatiky

Pruvodce studiem

Studium této kapitoly by pro vas mélo byt mnohem zajimavejsi nez u
teoretickych kapitol. UkazZeme si nékteré postupy, které se uplatiuji pri tvorbé
prekladacu. Doporucuji sledovat pozorné priklady a teprve poté nezbytnou
teorii. Veénujte této kapitole cca 6 hodin.

&

.oy .

vvvvvv

nutnost, aby kazdé pravidlo zac¢inalo termindlem, coz muze vést také k jisté
nepiehlednosti a nesystematicnosti gramatiky. Jiz dopfedu (pfed studiem
obecnych vlastnosti LL gramatik) Ize ale fici, Ze tento poZadavek je uz opravdu
spiSe otdzkou ,.komfortnosti navrhu a zapisu gramatiku, protoze libovolnou
LL(1) gramatiku lze jednoduchym algoritmem pievést na q-gramatiku (na
rozdil od vztahu g-gramatik a SLL(1) gramatik).

9.1 Funkce FIRST

LL(1) gramatika umoZiuje, aby pravidlo zafinalo netermindlem. Pfesto stale
musime trvat na poZadavku, aby 1 mezi takovymi pravidly pro jeden neterminal
nevznikala kolize. Jak ale takovou situaci odhalit a nasledn¢ tvofit rozkladovou
tabulku? Je Ktomu potieba opét jistd funkce, ktera se nazyva FIRST.
Vyjadfuje mnozinu pro dany fetézec, kterd obsahuje vSechny termindlni
symboly resp. epsilon, kterymi miize fetézec zacinat. Zptsob jejiho formalniho
vypoc¢tu je podobny jako u FOLLOW - postupné prochdzime pravidla a
ptidavame na zékladg jistych pravidel do mnoziny polozky s teCkou a na koncli
tyto polozky projdeme a zjistime terminaly, které jsou bezprostiedné za teCkou.
Uvazujme naésledujici piiklad.

ReSeny priklad 54:
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M¢jme gramatiku pro tvorbu aritmetickych vyrazi s operandem x, operaci
s¢itani a vnofenymi podvyrazy se zavorkami.

G=({S AB}{X+ ()} S P)
P:S—1BA,A—,+BA,A—3e B —sX, B—)5(S)

Pozn. V této gramatice B reprezentuje operandy a umoziiuje generovat
libovolné mnoho operandii spojenych symbolem +.

Tato gramatika neni zjevné ani SLL(1) ani g-gramatika, nebot’ pravidlo 1.
nezac¢inad termindlem. Pfesto pro ni Ize pomérné analogicky sestrojit
rozkladovou tabulku, pokud se nam podafi zjistit ¢im zaCina fetézec BA.
fetézec zacind na B a tedy pohledem na pravidla pro B zjistujeme, Zze B mize
zacinat jedinymi dvéma terminaly — X a (. Sestrojeni rozkladové tabulky by se
pak ubiralo stejnymi pravidly, jako u g-gramatiky. Musime vycislit
FOLLOW(A), protoZe A se ptepisuje na epsilon. FOLLOW(A)={), e}, protoze
za A nasleduje uzaviraci zavorka a navic se miize A vyskytnout zcela na konci
slova (viz pravidlo 1.).

Rozkladova tabulka by pak vypadalo takto:

M X + ( ) e
S BA, 1 BA, 1
A + BA, 2 e, 3 e, 3
B X, 4 (S),5

¢

Funkce
FIRST

¢

Vypocet
funkce FIRST

Definice 51: Mame Fetézec a (Il v Z)* v G = (ILZ,P,S), pak plati:
FIRST(a) ={aja=>*aB,ae X, pe@luX)*}u{e|a=>*e}

Funkce FIRST pro dany fetézec je dand mnoZinou terminall, kterymi muze
fetézec po odvozeni zacinat, resp. epsilon, pokud se mize derivovat na prazdny

feté€zec.

Vypocet FIRST lze realizovat opét jednoduchym algoritmem, ktery vychéazi z
,teCkoveé® notace, kde tecka vyjadiuje misto, které chceme prozkoumat.

Algoritmus 5: Vypocet funkce FIRST

Vstup: BKG gramatika G=(I1,Z,S,P) a fetézec a = X1 X5...Xp
Vystup:FIRST(o)

Metoda:

Krok la: Polozime mnozinu F={. X1X,...X, }

Krok 1b:

Je-li v F pravidlo A — B.Ay, kde A e I1, ptidame do F vSechna pravidla A —
O, kded e ITu X)*
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Tento krok reprezentuje vypis vSech moznosti pfepisu neterminalu, kterym
muze zainat fetézec — je pfed nim tecka, ¢imz ziskdme nové polozky pro
prozkoumani.

Krok 1c:

Je-li v F pravidlo B — 8., kde 6 € (IT u X)*, pfidime do F pravidla z ptivodni

mnoziny F, ve kterych se vyskytoval symbol B, ale teCku umistime az za néj.

To se stane ve dvou ptipadech:

- 0 =e — a to tedy teCka mizeme pod neterminalem ,,podplavat®, nebot’
neterminal muze byt vypustén,

- & # e — to stane pokud se vSechny netermindly v fetézci mohly vypustit a
tim padem nastava stejny efekt jako v prvnim piipade.

Krok 1d:
Kroky 1b a 1c se opakuji tak dlouho, dokud 1ze do F ptiddvat nové polozky.

Krok 2:

FIRST(a) bude obsahovat vSechny terminalni symboly z F, které jsou
bezprostifedné za teckou. Zaroven pridame e, je-li teCka na konci pravidla.

Aplikujme tento algoritmus na piedchozi gramatiku. AN

ReSeny priklad 55:

G={S A B:{X + ()} S P)
P:S—>:BA,A—;+BA A—3e, B —sX, B—>5(S)

Vypoctéme FIRST(BA).

Krok la: F={.BA}
Krok 1b: F={.BA, B —>; .X,B —>5.(S) }
Krok 1c: nelze nic nového piidat.

Krok 1d: v dal§im kroku by nic nového nebylo piidano.
Krok 2: FIRST(BA)={x, (}

9.2 LL(1) gramatika

I LL(1) gramatika musi spliovat pravidlo, aby v jeji rozkladové tabulce @
nedoslo k zadné kolizi. Lze to formulovat slovné tak, Ze:
1. Pokud existuji dvé pravidla pro jeden netermindl, fet€zce na pravé p|rsT.FIRST
strané musi zacinat riznymi termindlnimi symboly (nemusi jit o kgjize
explicitné zapsané terminalni symboly!) Rikame, Ze nesmi nastat tzv.
FIRST-FIRST kolize.
2. Pokud se né€jaky neterminal piepisuje na epsilon, pak vSechna pravidla @
pro tento neterminal musi zainat jinym symbolem neZ ktery za
netermindlem muze nasledovat. (podminka analogickd jako u g-

gramatiky). Nesmi nastat tzv. FIRST-FOLLOW kolize. F|RST'FO|—k|-(I)_W
olize
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Rozkladova tabulka
pro LL(1) gramatiku

Silné a slabé LL(k) gramatiky

Presné to Ize elegantné formulovat pomoci FIRST a FOLLOW v definici.

Definice 52: BKG G=(IT,Z,S,P) se nazyva LL(1) gramatika, jestlize plati
pro kazdé A e IT, kde v P jsou rizna pravidla A— a, A— B :

1. FIRST(a) nFIRST(B) = <.

2. Pokud z fetézce o je mozné generovat prazdny Fetézec a z ietézce B
neni moZné generovat prazdny retézec, pak FOLLOW(A) N
FIRST(B) = &.

Pozn. Obé podminky lIze jesté integrovat do sebe tak, Ze se vyjadii

spole¢nou ekvivalentni podminkou:

FIRST(aFOLLOW(A)) N FIRST(BFOLLOW(A)) = &.

9.3 Tvorba rozkladové tabulky

Pokud mame vytvotfeny mnoziny FIRST vSech fetézci, které se vyskytuji na
pravé stran¢ pravidel, a mnoziny FOLLOW pro neterminaly, které se ptepisuji
na epsilon, je pomérné snadné vytvofit rozkladovou tabulku. Zjisténi mnoZin
FIRST pro fetézce, které zacinaji termindlem je trividlni a tudiz neni nutné

vvvvvv
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dle algoritmu nez odhadnou mnozinu pouhym pohledem na piepisovaci
pravidla. Jesté vice to plati o FOLLOW, jejiZ vypocet je o néco slozitéjsi.
Tvorba rozkladové tabulky se opira o nasledujici dvé pravidla:

1. Pro pravidla, ktera prepisuji na neprazdné fetézce spocitame FIRST
téchto fetézcl a do sloupct prislusnych sloupct toto pravidlo vlozime.
(vyjimkou je sloupec epsilon, kam neptfidavame nic — to je situace ktera
se muze vyskytnout na konci fetézce a tu fesi epsilon pravidla)

2. Pro pravidla, ktera pfepisuji na prazdné fetézce spocitime FOLLOW
neterminalu, ktery pfepisuji a vlozime toto pravidlo do pfislusnych
sloupcti symbolil resp. epsilonu pro nalezené prvky FOLLOW.

Algoritmus 6: Vytvoreni rozkladové tabulky pro LL(1) gramatiku.
Vstup: LL(1) gramatika G=(I1,%,S,P).
Vystup: rozkladova tabulka M pro G.

Postup:
- Rozkladova tabulka je definovana na kartézském soucinu IT x (X U e).
1. Pokud A— a je i-té pravidlo v P, pak M(A, a) = a, i pro vSechny
aeFIRST(a) — {e}.
2. Pokud A— a je i-té pravidlo v P a eeFIRST(a), pak M(A, b) = a,i pro
vSechny b € FOLLOW(A).
3. M(X, a) = chyba v ostatnich pfipadech (tyto piechody neni tfeba
vypisovat — jako jejich ekvivalent slouzi prazdny piechod).
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Aplikujme nyni v§echny postupy na problémové uloze.
Reseny piiklad 56:

Sestrojme gramatiku pro generovani aritmetickych vyrazl s operacemi scitani,
nasobeni a operandem x, umoziujici navic vnotfovat podvyrazy stejného typu
pomoci zavorek.

G=(S, A BYX *+(,)},S,P)
P:S —1 AP,

P—,+AP,P—se

A —4 BR,

R —-5*BR,R —5¢,
B—>7(S),B—ogx

V této gramatice se na rozdil od Reseny piiklad 43: musi vyuzit jiny zptisob na
vytvareni opakovaného generovani s¢itani a nasobeni. Nelze pouzit rekurzivni
volani pfimo S resp. A, protoze by tim vznikla kolize u dvou pravidel, které by
ob¢ zalinaly stejnym fetézcem A resp. B. Proto se musi zavést nové
neterminaly P resp. R, které vlastné umoznuji hrat roli jakéhosi vytykani
neterimalu S resp. A, ¢imzZ odstranime kolizi, tim, Ze se zbavime dvou pravidel
u Sresp. A. U nové vzniklych netermindlti P resp. R kolize FIRST-FIRST
nastat nemuze, nebot jedno zpravidel piepisuje na epsilon. Muze vSak
potencialné nastat FIRST-FOLLOW kolize, diky ukoncovacimu pravidlu s €.
Jak ale ihned ukazeme, nedochazi k ni ani v jednom piipade¢.

Kontrola podminek pro LL(1) gramatiku a vytvoieni FIRST a FOLLOW
mnoZin, které budeme potiebovat i pro konstrukci rozkladové tabulky:

Nejprve ur¢ime trividlni mnoziny FIRST:

P2. FIRST(+AP) = {+}, P5. FIRST(*BR) = {*}, P7. FIRST( (S ) ) = {(}, P8.
FIRST(x) = {x}

Dale pomoci algoritmi ur¢ime netrivialni mnoziny FIRST:

P1. FIRST(AP)

Krok la: F={.AP}, krok 1b: F={. AP, A —4; .BR }, krok 1c.: nic, krok 1d:
opakujeme 1b. F={.AP, A -4, .BR,B —7 .(S), B —g .x }, krok 1c.: nic, krok
1d.: uz nic nového nemtzeme néslednym krokem pftidat.

FIRST(AP)={(, x}

P4. FIRST(BR)

Krok la: F={.BR}, krok 1b: F={.BR, B —»7 .( S ), B —g .x }, krok 1c.: nic,
krok 1d: uz nic nového nemtizeme naslednym krokem piidat.

FIRST(BR)={(, x}

vvvvvv

P3. FOLLOW(P)
Krok 1: Ne={P, R}
Krok 2a: F={P — P.},
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Krok 2b: F={P —» P., S —1 AP., P —>, + AP.} — pfidaly se pravidla, kde se
vyskytuje P,

Krok 2c: F={P —» P., S —>; AP., P >, + AP.} —nic se neptida

Krok 2d: F={P —» P., S —1 AP., P -, + AP.} — nic se nepfida

Krok 2e: opakujeme od 2b.

Krok 2b: F={P — P., S —>1 AP., P >, + AP., B -7 ( S. )} — prfidaly se
pravidla, kde se vyskytuje S,

Krok 2c, 2d: F={P —» P., S —>1 AP., P >, + AP., B —7 (' S. )} — nic se nepfida
Krok 2e: v nasledujicim prichodu uz se nic nepiida.

FOLLOW(P)={), e} — epsilon patii do mnoziny, nebot’ se vyskytla polozka,
kde se S piepisuje na fetézec s teCkou na konci

P6. FOLLOW(R)

Krok 1: Ne={P, R}

Krok 2a: F={R - R.},

Krok 2b: F={R —» R., A =>4 BR., R =5 * BR.,} — ptidaly se pravidla, kde se
vyskytuje R,

Krok 2¢c: F={R - R., A =>4 BR., R —5 * BR.} — nic se nepiida

Krok 2d: F={R —» R., A -4 BR., R =5 * BR.} — nic se nepfida

Krok 2e: opakujeme od 2b.

Krok 2b: F=<{R - R.,, A >4 BR., R -5 *BR,, S —>1 AP, P >, + AP }-
pridaly se pravidla, kde se vyskytuje A,

Krok 2¢c: F=<{R > R,, A—>4BR.,,R —>5*BR., S >; AP,P >, + AP,

P —, .+ AP, P —3 .e }—pfidaly se pravidla,ktera piepisuji P,

Krok 2d: F={R > R.,, A ->4BR.,R -5 * BR., S 51 AP, P >, + AP,

P—, .+ AP, P >3 .6, S —>1 AP., P >, + AP. } pridaly se pravidla, kde se
tecka presunula pies P, nebot’ je v Ne,

Krok 2e: opakujeme od 2b.

Krok 2b: F={R > R., A »>;BR.,,R >3 *BR.,S > AP,P -5, + AP,
P—,.+AP,P —>3.6,S —>1 AP.,P -, + AP., B —>7 (S.) } — vyskytla se nova
polozka s teckou na konci pro S a P

Kroky 2c. a 2d.: nic nového se neptida

Krok 2e: v nasledujicim prichodu uz se nic nepiida.

FOLLOW(R)={+, ), e} — epsilon patii do mnoziny, nebot” se vyskytla polozka,
kde se S prepisuje na fetézec s teckou na konci

Nyni zkontroluje podminky pro LL(1).

1. Jediny neterminal, kterého hrozi FIRST-FIRST kolize je B. OvSem pro
pravidlo 7. a 8. FIRST( (S ) )= {(} a FIRST(x) = {x}, a tedy podminka
je splnéna.

2. FIRST-FOLLOW kolize hrozi jednak u P a R.

FIRST(+AP) = {+} a FOLLOW(P)={), e} — kolize nenastala.

FIRST(*BR) = {*} a FOLLOW(R)={+, ), e} — kolize nenastala.

Gramatika tedy je LL(1).
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Nyni sestrojime rozkladovou tabulku.

M X + * ( ) e
S AP, 1 AP, 1

P + AP, 2 e3 €3
A BR, 4 BR, 4

Bl x38 (S),7

R e 6 *BR, 5 e, 6 e, 6

Analyzujeme ukazkovy vyraz ( x + x ) * x.
(x+x)*x,S,e)=((x+x)*x,AP,1)= ((x+x)*x,BRP, 14) =
((x+x)*x,(SRP,147) = (x+Xx) *x, S)RP, 147) =
(x+Xx)*x,AP)RP, 1471) = (x + X)) * x, BRP)RP, 14714) =
(Xx+X)*x,XRP)RP, 147148) = ( +x) * x, RP)RP, 147148) =

( +x)*x,P)RP, 1471486) = ( +x) *x, +AP)RP, 14714862) =

( x)*x,AP)RP, 14714862) = ( x) * x, BRP)RP, 147148624) =
( X)*x,XRP)RP, 1471486248) = ( ) * X, RP)RP, 1471486248) =
()*x,P)RP, 14714862486) = ( ) * x, )RP, 147148624863) =

( *x,RP, 147148624863) = ( * x, *BRP, 147148624863) =

( x, BRP, 147148624863) = ( X, XRP, 1471486248638) =

( e, RP, 1471486248638) = ( e, P, 14714862486386) =

(e,e, 147148624863863)

Slovo bylo rozpoznano a vysledna sekvence 147148624863863 reprezentuje
levé odvozeni.

9.4 LL(k) gramatiky

V ptedchozich kapitolach jsme se zabyvali gramatikami, pro které 1ze pomérné
jednoduse provadét SA pouze s informaci, jaky nasleduje v analyzovaném
slové prvni symbol. To je samoziejmé velice pohodIné a jak uvidime daji se do
tohoto tvaru pievést gramatiky pro praktické problémy (programovaci jazyky,
vyrazy atd.). Pfesto existuji 1 LL gramatiky, které nelze analyzovat s informaci
o jediném symbolu, ale s informaci o k-symbolech nasledujicich ve slové (fika
se jim silné LL(k) gramatiky). A dokonce existuji pro kazdé takové ki
gramatiky, kde nam nestaci znat pouze informaci o nasledujicich k-symbolech,
ale musime znat a provadét rozhodnuti na zakladé¢ dosavadniho prabéhu
samotné analyzy.

Abychom mohli rozsifeni na k-symboli nasledujicich ve slové provést,
musime pochopitelné rozsifit funkce FIRST a FOLLOW.

Definice 53: Mame fetézec o €(II U X)* a neterminal A v G = (IL,Z,P,S),
pak plati:
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FIRSTW(@) = {x| o =* XB, X € T*, |x|=k, B e TTuU )* } U {X| & =*X, X
e z* | x| <k}

FOLLOW(A) = Hx| S =>* WAXB, X € =%, [x|=k wB e @uUZ)*}u{xS
=* WAX, X € ¥, x|<k,W,Be(HuZ)*}

Mnozina pro funkci FIRSTy(a) tedy obsahuje jednak vsechny fetézce o
velikosti k, které se mohou vyskytovat na zacatku fetézce a a jednak vSechny
fetézce o velikosti mensi nez k, pokud se takovy fetézec vyskytuje na konci
slova (uz za nim nic nendasleduje). Mize tedy jit o pomérné velkou a ndro¢né se
hledajici mnozinu v§ech kombinaci symbolt spliiujich tyto dvé podminky.
Mnozina pro funkci FOLLOW\(A) obsahuje jednak vsSechny fetézce o
velikosti k, které se mohou vyskytovat bezprostiedné za A a jednak vSechny
fetézce o velikosti mensi nez k, pokud se takovy fetézec vyskytuje na konci
slova.

Algoritmy pro vypocet téchto funkci nebudeme explicitné uvadét. Postaci
slovni vyjadfeni pomoci modifikaci algoritmi pro FIRST a FOLLOW. Jelikoz
chceme ziskat nejen symboly na prvni pozici, ale potencialn€ na k pozicich,
obohatime algoritmy o dalsi opakujici se krok.

Modifikace algoritmi FIRST a FOLLOW pro vypocet FIRSTy a
FOLLOW.

V algoritmech se misto obyc¢ejné tecky, bude pouzivat tecek s indexy. VSechny
teCky bez indexu se povazuji za teCku sindexem 1. Provadime-li operace
pridani polozky do F, index tecky se kopiruje.

Do algoritmu pro vypocéet FIRST a FOLLOW piidame nasledujici kroky:

- Pokud se vpolozce vmnoziné F vyskytuje tecka sindexem i pied
terminalnim symbolem, umistime dal$i teCku sindexem i+l za tento
terminalni symbol.

- Nevytvaiime nikdy polozky s teCkou s indexem vys$Sim nez k.

Vysledna mnozina se modifikuje tak, Ze do ni budou patfit vS§echna terminalni

slova o délce maximalné k vyskytujici se za teCkou s indexem 1 s vyloucenim

vSech tecek z téchto slov.

Dale definujeme funkce FIRSTx a FOLLOWY pro celé mnoziny fetézci resp.

symboli.

Definice 54: Mame podmnoZinu Fetézci R ¢ (IT v X)* v G=(IT,Z,P,S), pak
plati:

FIRSTK(R) = {X| xeFIRSTk(a) pro néjaké a.cR}
FOLLOW(R) = {X| xe FOLLOW((c.) pro néjaké a.eR}

9.5 Silné LL(k) gramatiky a jejich SA
Silnd LL(k) gramatika musi spliiovat podobna kritéria jako LL(1) gramatika,

avSak roz$ifend na k-symboli.
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Definice 55: BKG G=(I1,Z,S,P) se nazyva silna LL(k) gramatika, jestlize
plati pro kazdé A e IT, kde v P jsou riizna pravidla A— a, A— B :
FIRST(@FOLLOW, (A)) N FIRST, (BFOLLOW; (A)) = &.

Pro tyto gramatiky pak mutzeme i pouzit velmi podobny algoritmus na
vytvoifeni rozkladové tabulky (hlavni rozdil spociva ve struktute, kde mohou
byt nejen jednotlivé symboly ve sloupcich, ale celé fetézce). Pro jednodussi
definici zavedeme tedy mnoZinu viech Fetézcd s omezenou délkou T*X = {x|
xex*, | x| <=k }.

Algoritmus 7: Vytvoreni rozkladové tabulky pro silnou LL(k) gramatiku. @3
Vstup: LL(k) gramatika G=(I1,%,S,P). Rozkladovd

) K tabulka pro silnou
Vystup: rozkladova tabulka M pro G definovana na IT x X*". LL(K) gramatiku

Postup:
- Rozkladova tabulka je definovana na kartézském soucinu IT x (X U e).
1. Pokud A— a je i-té pravidlo v P, pak M(A, X) = a, i pro vSechny
xeFIRST(), kde | x|= k.
2. Pokud A— o je i-té pravidlo v P a yeFIRSTy(a) a |y |< k, pak M(A,
z) = o,i pro vSechny z € FIRST(aFOLLOW (A)).
3. M(X, y) = chyba v ostatnich ptipadech (tyto ptechody neni tieba
vypisovat — jako jejich ekvivalent slouzi prazdny piechod).

Prvni podminka tedy definuje vSechny piechody pro fetézce o velikosti k.
V druhé pak dopliiujeme piechody pro fetézce o délce mensi nez k —
samoziejme vcetné epsilon pravidel.

Abychom mohli provadét syntaktickou analyzu, je potieba jesté nadefinovat
modifikovany algoritmus SA.

Algoritmus 8: Syntakticka analyza pro silné LL(k) gramatiky @3

Vstup: rozkladova tabulka M pro silnou LL(k) gramatiku G=(I1,%,S,P), vstupni

fet€ézecw € X . SA pro silnou

) LL(k) gramatiku
Vystup: levy rozklad (derivace) vstupniho fetézce v piipade, ze w € L(G),
jinak chybov4 signalizace.

Postup:

- Algoritmus ¢te vstupni fetézec, pouziva zasobnik a ma k dispozici slovo u
= FIRST(x), kde x je dosud nepiectena Cast fetézce.
- Pocatecni situace je (w, S, e).
- Vykonavaji se pifechody podle 1. a 2. dokud nenastane situace 3. nebo 4.
1. Expanze: (X, Aa, t) = (X, Ba, i), pokud A e I1, M(A, u) = B, I.
Symbol A se na vrcholu zasobniku nahradi fetézcem P a ¢islo 1 je
piipojeno k posloupnosti reprezentujici levy rozklad.
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2. Porovnani: (ax, aa, 7) = (X, o, «), pokud a € Z. Totozné symboly na
vrcholu zasobniku a ve vstupnim fetézci se smazou resp. piectou ze
vstupu.

3. Prijeti: konfigurace (e, e, ) =znamena, Ze fetézec je rozpoznan,
analyza kon¢i a m obsahuje posloupnost pravidel reprezentujici levou
derivaci fetézce podle G.

4. Chyba: ve vSech ostatnich pfipadech analyza konc¢i s chybovou
signalizaci.

ReSeny priklad 57:
M¢jme gramatiku:

G = ({S, A}{a,b}, S, P)
P:S —1e, S —,abA,
A —>3Saa, A >4 b

Ovétfme nejprve, zda neplati podminky pro LL(1) gramatiku.

Musime tedy ur¢it FOLLOW(S)={a, e}. Ale =zaroven plati, ze
FIRST(abA)={a} — pravidla obsahuji FIRST-FOLLOW kolizi. Neni to tedy
urcité silnd LL(1) gramatika. Zkusme tedy nyni ovéfit zda je silnd LL(2).

Uréime FOLLOW(S).

Ne = {S}

F:{S—)Sl}

F:{S—)S.l, A—>S.1aa}

F:{S—)S.l, A—S. a3, A—>S.1a.2a}
FOLLOW,(S)={aa, e}

Dale potfebujeme urcit FOLLOW;(A).
Ne = {S}

F={A—>A.}

F:{A—)A.l, S—>abAl}

F={A—>A.;, S»>abA.;,A—>S.aa }
F={A—A.;, S—>abA.;,A—S.;aa, A—>S.ja.,a }

FOLLOW,(A)={aa, e}
Nyni provétime podminku pro prvni dvé pravidla:

FIRST,(eFOLLOW,(S))NFIRST,(abAFOLLOWS,(S))=
FOLLOW,(S)NFIRST,(ab) = {aa, e}{ab}=9.

FIRST,(SaaFOLLOW,(A))NFIRST,(bFOLLOW,(A))=
FIRST, (Saa)NFIRST,(bFOLLOW,(A)) = {ab, aa}{b, ba}=Z.
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Je to tedy silna LL(2) gramatika.

Muizeme sestrojit rozkladovou tabulku.

M aa ab a ba bb b e
S e 1 abA, 2 e 1
A | Saa, 3 Saa, 3 b, 4 b, 4

Nyni zanalyzujme slovo ababbaa s vyznacenim fetézce u tu¢nym pismem (k
nebo mén¢ symboll z dosud nepiecteného slova pro LL(2)).

(ababbaa, S, €) = (ababbaa, abA, 2) = (babbaa, bA, 2) = (abbaa, A, 2)
= (abbaa, Saa, 23) = (abbaa, abAaa, 232) = (bbaa, bAaa, 232)

= (baa, Aaa, 232) = (baa, baa, 2324) = (aa, aa, 2324) = (a, a, 2324)
= (e, €, 2324)

Slovo bylo rozpoznano a leva derivace je reprezentovana fetézcem 2324.

9.6 Slabé LL(k) gramatiky

Krom¢ toho, Ze existuji pomérné jednoduse analyzovatelné silné LL(k)
gramatiky, jsou zde také gramatiky slabé LL(K). Jejich syntakticka analyza uz
neni moznd pouze s informaci o k ndsledujicich symbolech v fetézci, ale
vyzaduji také informaci o dosavadnim pribéhu analyzy. To celou SA velmi
komplikuje a vyzaduje to nejen existenci rozkladové tabulky, ale také
informace a pribéhu SA. Tu reprezentuje takzvany polozkovy automat.

Uvazujme jednoduchy piiklad, ktery osvétli problém SA slabych LL(k)
gramatik.

ReSeny priklad 58:
M¢jme gramatiku:

G =({S, A}{a,b}, S, P)
P: S —;aAaa, S —, bAba,
A —3 b, A—>4e

Pokud mame v této gramatice provést expanzi symbolu A a fetézec, ktery
nasleduje je ba, neumime se rozhodnout, zda pouzit pravidlo 3 nebo 4, protoze
vysledek je na k-symboll stejny. Jedind moznost, jak toho rozhodnuti provést
je veédet, zda jsme v predchozi analyze provedli vygenerovani a podle pravidla
1 nebo b podle pravidla 2. To vSak uz vyzaduje ,,pamatovat si, co se stalo
v pfedchozim pribéhu analyzy. Pokud byl piecetny symbol a, tak se pouzije
pravidlo 3 a pokud b, tak se pouzije pravidlo 4.

Tato gramatika tedy nemiize byt silna LL(2), protoze plati:
FIRST,(bFOLLOW,(A))NFIRST,(FOLLOW,(A))={ba}.
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Ptesto jde o takzvanou slabou LL(2) gramatiku podle nasledujici definice.

Definice 56: BKG G=(IL,Z,S,P) se nazyva (slaba) LL(k) gramatika, pro
k>0, jestlize plati pro dvé levé derivace:
S =* wAa =* wBa =* wx
S =* wAa =* wya =* wy

takové, Ze FIRSTy(X) = FIRST (y), plati B = .

Jinak feCeno, gramatika G je obecnd LL(k), pokud pro vygenerovani fetézce
zaCinajiciho stejnymi k symboly, miZzeme v gramatice pouzit pouze jedno
pravidlo (tedy podminka jednoznacnosti expanze). OvSem tato podminka je
slabsi nez podminka pro silnou LL(k), protoze nemusi jednoznac¢nost spliiovat
samotné pravidlo, ale mize to zaviset na celém odvozeni slova. Historie
syntaktické analyzy je nejjednoduseji reprezentovana obsahem zasobniku —
tento fetézec se nazyva perspektivni piipona.

Definice 57: Méjme levou derivaci S=>*wAa=>*wpa v G=(ILX,S,P).
Fetézec y nazyvame perspektivni priponou v G, pokud y=S nebo y je
priponou fetézce Ba.

Uplna perspektivni piipona je takova, ktera zaéina neterminalem. V okamziku,
kdy je v zasobniku Gplna ptipona, provede SA expanzi na zaklad¢ této ptipony.

ReSeny priklad 59:
M¢jme gramatiku z piedchoziho piikladu. Pak provedeme porovnani v SA

fetézce bba a abaa, jejichz pribéh se li§i pravé v perspektivni pfiponé na
zasobniku.

Vstupni fetézec | Obsah zasobniku Provedend operace
bba S Expanze na bAba
bba bAba Porovnani b

ba Aba Expanze nae

ba ba Porovnani b

a a Porovnani a

e e Ptijeti

Vstupni fetézec | Obsah zésobniku Provedena operace
abaa S Expanze na aAaa
abaa aAaa Porovnani a

baa Aaa Expanze na b

baa baa Porovnéni b

aa aa Porovnani a

a a Porovnani a

e e Ptijeti

Z uvedenych tabulek mizeme vyc¢ist, ze expanze na tfetim fadku se provede
podle toho, zda na zdsobniku je fetézec Aba nebo Aaa. V prvnim ptipadé se
expanduje na e, protoze chceme vygenerovat ba a v druhém na b, protoze
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generujeme baa. Tabulka i algoritmus SA by se tedy museli rozhodovat na
zakladé bohat$i informace nez je jen netermindl a fetézec nasledujicich
symboll. V fadcich by byly nikoliv pouze netermindly, ale celé perspektivni

pfipony.

M aa ab ba bb

S aAaa, 1 aAaa, 1 bAba, 2
Aaa e 4 b, 3
Aba e 4 b, 3

Tento postup pro na$ dany jednoduchy piipad Ize aplikovat. Problém je, ze
neni obecny, nebot perspektivnich piipon mize byt nekone¢né¢ mnoho.
Nekonecnéa tabulka samoziejmé nebude umozinovat efektivni syntaktickou
analyzu. Druhym problémem je, jak zjistit pro perspektivni piipony jim
piislusné pravidla.

V tomto textu se jiz dale zabyvat SA pro slabé LL(k) gramatiky nebudeme.
Z praktického hlediska to neni pfili§ zajimavé (aplikacni problémové tlohy
jako jsou programovaci jazyky lze feSit zapisem pomoci silnych LL(k), resp.
LL(1) gramatik s vyuzitim zastupnych jednosymbolovych zapist (nebo dobrou
lexikélni analyzou pii predzpracovani). Navic existuje algoritmus, ktery
libovolnou slabou LL(k) gramatiku pievede na silnou LL(k). Jelikoz jazyk
perspektivnich pripon tvori regularni jazyk, vede SA pro slabé LL(K)
gramatiky na vytvofeni tzv. charakteristického kone¢ného automatu, ktery
se pak pouziva pfi SA. Vytvoreni automatu zase vyzaduje aplikaci algoritmu
na vytvofeni souboru tzv. LL(k) polozek a teprve stémito informacemi
muzeme provadét deterministickou SA. Cely postup je oproti piredchozim
algoritmiim pomérné slozity a zdlouhavy. Ctenafi s hlub§im zajmem o tato
spiSe teoreticky zajimavéa témata lze doporucit literaturu [Ch84], [Ce92].

vvvvvv

- silné LL(k) gramatiky a (slabé) LL(k) gramatiky
- Funkce FIRSTy, a FOLLOWY
- SA pro silné LL(k) gramatiky

Ukol k textu:
Sestrojte BKG generujici nekonecny jazyk, ktera je silna LL(3) a zaroven neni

silnd LL(2) gramatika. DokaZte splnéni téchto podminek a nésledné vytvoite
rozkladovou tabulku a analyzujte libovolné slovo délky 4.
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wewr

- LL(1) gramatika a jeji rozkladovéa tabulka
- Funkce FIRST

- FIRST-FIRST kolize

- FIRST-FOLLOW kolize

Koresponden¢ni ukol:

Sestrojte bezkontextovou gramatiku a Backusovu-Naurovou formu pro
jednoduchy programovaci jazyk slozeny ze seznamu fadku s piikazy. Radek je
uvozen navestim ve tvaru X: piikaz, kde X je pfirozené ¢islo. Lze pouzivat
identifikatory, které zacinaji pismenem anglické abecedy a obsahuji libovolné
mnoho pismen a ¢islic. Prikazy které se mohou pouzit jsou nésledujici:

- prifazovaci ptikaz tvaru X = aritmeticky vyraz, kde X je identifikator a
aritmeticky vyraz je vyraz obsahujici operandy — identifikatory a dale
prirozena Cisla, operace s¢itani (+), od¢itani (-), ndsobeni (*) a déleni (/) a
také umoziluji vnofovat podvyrazy pomoci zavorek.

- Nepodminény skok tvaru > X, kde X je navésti fadku, na ktery se ma
skocit.

- Podminény skok tvaru ?X$Y, kde X je identifikator a Y je navésti a
vyznam tohoto ptikazu je, ze se sko¢i na Y pouze pokud hodnota
identifikatoru X je nula.

- Ptikaz ukonc¢eni behu programu - !

Pozn. I kdyz pro feSeni tohoto to nepotifebujeme védét, protoze pouzivame

pouze syntaxi jazyka, vSechny operace ,,ofezavaji* vysledné ¢islo na nezdporné

hodnoty.

Pro Vami sestrojenou LL(1) gramatiku proved'te kontrolu, zda je LL(1) a
nasledné sestrojte rozkladovou tabulku a analyzujte jednoduchy ukéazkovy
program:

10:X=5
20:Y=1
30:Y=X*Y
40:X=X-1
50 ?X$70
60:>30
70:!
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10Syntakticka analyza zdola nahoru

Cil:

Po prostudovani této kapitoly pochopite:

e Zpusob analyzy ,,zdola nahoru* pomoci rozkladové tabulky
e Princip LR gramatik

e Funkce BEFORE a EFF

Pruvodce studiem

Studium této kapitoly by pro vas mélo byt spise doplnujici. Na analyzu zdola
nahoru se zatim nebudeme do hloubky zamérovat. Doporucuji sledovat

pozorné priklady a teprve poté nezbytnou teorii. Veénujte této kapitole cca 4
hodin.

¢

Analyza
,,zdola nahoru

V minulych kapitolach a vlastné v celém textu se vénujeme predevsim analyze
»shora doli“. Tento zplsob je vhodny zejména pro vlastni pifimou
implementaci, protoze je pomémé jednoduchy a piehledny i pro
neautomatizované zpracovani (coz plati zejména az do tfidy LL(1) gramatik).
Presto alespoii v kratkosti zminime o druhém zplsobu deterministickych
analyz v linearnim Case a ten je zalozen na SA pomoci rozkladovych tabulek
zpusobem ,,zdola nahoru®. Tento zpusob je v jistém ohledu vice obecny (jak
udivime u vlastnosti LR jazykill) a vyuziva se ve vétsi mife pro automatické
generovani analyzatorli pomoci pocitacovych programi. Plati se za to ov§em
mnohem  slozit¢jsi  konstrukci rozkladovych tabulek, coz v pfipadé
automatizované tvorby neni piekazkou.

10.1Model analyzy ,,zdola nahoru*

Model analyzy ,,zdola nahoru® je zalozen na postupnych redukcich fetézci
zpétné podle pravidel gramatiky a pfesunech symbolii do zasobniku. V jistém
smyslu jde tedy o dudlni postup oproti analyze ,,shora doli“, kde naopak
provadime expanzi v sméru pravidel. Podobné¢ jako pro analyzu ,,shora doli* je
mozné uvazovat o obecném principu SA pomoci zasobnikového automatu.
Takto sestrojeny zasobnikovy automat (potencialné nedeterministicky) by
pracoval podle nasledujicich tii typt pravidel):

1. Ptesun symbolu vstupniho slova na zasobnik.

2. Redukce fetézce na vrcholu zasobniku zpétné podle prepisovaciho
pravidla.

3. Pfijeti v pfipadé, Ze jsme piecetli celé slovo a na zasobniku jsme
vytvofili S — po¢atecni netermindl.
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Formaln¢ lze uvedeny postup popsat jako alternativu k dikazu Chyba!
Nenalezen zdroj odkazii.

M¢jme bezkontextovou gramatiku G=(IT,Z,S,P).
Sestrojime ZA M tak, ze L(G)=Lpz(M).
Polozime M = ({p},Z,ITUZU{#},5,p, #,9).

Pro d plati:

s(p.ae)={(p.a)}; vaeX

d(p,e,0)={(p,A)|(A— a) € P}; VX e I1

3(p.e, S#)={(p.e)}

Je vSak nutno rozsifit definici ZA tak, aby umozioval piepisy celych fetézct
na zasobniku, nikoliv pouze symboly!

Takto sestrojeny ZA ma tfi typy pravidel — bud piepisuje fetézec na
neterminal, uklad4 terminalni symboly na zdsobnik nebo v ptipadé, Ze piecte
celé slovo a na zasobniku zbyva praveé S a pocatecni symbol #, provede piijeti
slova. Obecné¢ je automat nedeterministicky — tedy musi si najit spravnou cestu.
Pokusme se sestrojit takovy automat pro gramatiku z ptikladu 1.

ReSeny priklad 60:

G =S, A BL{X * + ()}, S P)
P:S—>1A+S,S—> A
A—>3;B*A/A—>4B
B—)s(S),B—)eX

Zasobnikovy automat sestrojeny timto principem bude nésledujici:
M = ({p},.Z, TTUZU{#},0,p, #,9), kde

2={x,*,+ (,)}, II={S, A, B, #}

O:

3(p.e, A +S)=(p, S)

3(p.e,A)=(p, S)

5(p.e,B* A)=(p, A)

5(p.e,B)=(p, A)

3(p.e, (S))=(p. B)

6. 5(p.e,x)=(p, B)

a dale pravidla pro piesun a ukonceni

P1. 3(p.x,e)=(p,x), P2. 8(p,*,€)=(p,*), P3. 3(p,*,€)=(p,*),
P4.3(p, (, €)=(p.(), P5. 8(p, ), € )=(p,) ), U. 3(p,e,#S)=(p.e)

bk

Tento zasobnikovy automat mizeme dale vyuzit pro rozpoznavani fetézce
napf. x * x (pozor je potieba vzit ivahu, Ze fetézec ¢teme jako zrcadlové
obracené slovo!).

(P, X*X, #) =p1 (P, X *, X#) =6 (p,X* ,B#) =4 (p,X*,AH#)

=p (P, X, *A#) =p (p, &, X*A#) =6 (p,e,B*A#)
=3(p,e,A#)=(p,e,S#H =u(p,e,e
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Funkce
BEFORE a EFF

¢

Silna LR(k)
gramatika

Syntakticka analyza zdola nahoru

Slovo jsme tedy uspé$né rozpoznali, ovSem analyza vykazuje opét velmi silné
znaky nedeterminismu — v mnoha piipadech by bylo mozné udélat bud’ piesun
nebo redukci. Pravé aby k tomuto nedeterminismu nedochézelo, je potieba
zavést specialni typy gramatik — LR gramatiky. Opét budeme moci rozlisit
silné a slabé LR(k) podle toho, zda k jejich SA potfebujeme znat pouze urcitou
¢ast nasledujiciho analyzovaného slova nebo i informaci o dosavadnim
prabéhu analyzy. V tomto textu se budeme zabyvat jen silnymi LR(k)
gramatikami — slabé LR(k) gramatiky se potykaji se stejnymi problémy jako
slabé LL(k) gramatiky (nutnost tvorby polozek apod.)

10.2LR(k) gramatiky a jejich syntakticka analyza

Pro definici silné LR(k) gramatiky je potfeba mit k dispozici podobné funkce
jako pro LL(K) gramatiky. Z principu SA pro LR gramatik vSak tyto funkce
funguji odlisSnym zptsobem. Jde o funkce BEFORE (analogie s FOLLOW),
ktera urcuje které symboly ptedchéazeji ur¢itému netermindlu a funkci EFF ,e-
free FIRST*, ktera ma vyznam symboli nachézejicich se na zacatku fetézce.

Definice 58: Mame neterminal X a fFetézec ae(Il UX)* v G=(I1XZ,P,S),
pak plati:

BEFORE(X) = {Y|S=* aYXB, Ye(Ilu X)* } u {#| S=* XB}

EFFk(a) = {w| weFIRST(a) a existuje prava derivace a=>*B=>*wx

takova, Ze pro B neplati B=Awx }

Do mnoziny EFF tedy patii vSechny fetézce z FIRST, které byly derivované
derivaci a=>*B=>*wx tak, ze prvni neterminal v B nebyl nahrazeny e.

Definice 59: BKG G=(IT,Z,S,P) se nazyva silna LR(k) gramatika, pokud
pro rozsifenou gramatiku G’=(ITu{S‘}XZ,S‘,Pu{S‘—>S}) plati pro
kazdé dvojice pravidel v P¢:

1.

a. A—aX, B—BX,

b. A—aX, B—e a XeBEFORE(B)

c. A—e, B—e, XeBEFORE(B) a XeBEFORE(A)
Pak FOLLOW( (A) n FOLLOW (B) = &.
2.

a. A—aX, B—aXy,

b. A—e, B—>aXya XeBEFORE(A)

c. A—e, B>y, XeBEFORE(A) a XeBEFORE(B)
Pak FOLLOW (A) N EFF(yFOLLOWj (B)) = @.

Podminka 1. zabezpecuje, Ze pro redukci je mozné se rozhodnout o pravidle na
zaklad¢ fetézce na k symboll (b. a c. jsou piipady, kdy se jeden nebo oba
fetézce vypusti a pak je nutno zkoumat jen situaci, kdy jsou predchézejici
fetézce totozné). Podminka 2. urcuje jednoznacnost provedeni redukce nebo
piesunu.
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Pro tyto gramatiky Ize s pomoci vyse uvedenych funkci sestrojit rozkladovou
tabulku, ktera bude mirné odlisné struktury nez u LL(k) gramatik. Bude totiz
obsahovat v fadcich netermindly i termindly, coz vyplyva z faktu, ze na
zasobniku se mohou redukovat fetézce obou druhii symbolt. V jednotlivych
bunkach pak budou symboly reprezentujici redukce, presuny a ptijeti.

Algoritmus 9: Vytvoieni rozkladové tabulky pro silnou LR(k) gramatiku.

Vstup: LR(k) gramatika G=(I1,Z,S,P).
Vystup: rozkladova tabulka M pro G definovana na (ITuXU{#}) x yrK,
Postup:
Nejprve vytvoiime novou ekvivalentni gramatiku:
G’ =(ITu{S*},2,S ,PL{S*—>S})
Rozkladovou tabulku sestrojime podle nasledujicich pravidel:

1. M(X, u) = redukce (i), pokud A— aX je i-t¢ pravidlo vP a
ue FOLLOWK(A).

2. M(X, u) = redukce (i), pokud A—e je i-t¢ pravidlo vP,
X eBEFORE(A) a ue FOLLOW(A).

3. M(S, e) = pftijeti.

M(X, u) = piesun, pokud B— BXy P a ueEFF(yFOLLOW,(B)).

5. M(X, y) = chyba v ostatnich ptipadech (tyto piechody neni tfeba
vypisovat — jako jejich ekvivalent slouzi prazdny piechod).

B

Podminka 1. urcuje redukce pokud je X na zasobniku nasleduje v fetézci prave
ta kombinace symbolli, kterd muize nasledovat za netermindlem v daném
pravidle pro redukci (A). Podminka 2. je obdobn4, ale jelikoz pravidlo mize
vypustit A, zajima nas, co se muze vyskytnout pfed nim. Podminka 3.
reprezentuje situaci, ze jsme cely fetézec Gspésné zredukovali az na S a 5. je
situace, kdy se analyza netspésné zastavi. Podminka 4. popisuje presuny, které
se mohou vykonat v ptipadech, kdy symboly ve slové se potencialné shoduji
S tim, co nasleduje za X (tedy takové pfesuny povedou v budoucnu mozna

K redukci — jinak to nema smysl).

Abychom mohli provadét syntaktickou analyzu, je potfeba jeSt¢ nadefinovat
modifikovany algoritmus SA.

Algoritmus 10: Syntakticka analyza pro silné LR(k) gramatiky

Vstup: rozkladova tabulka M pro silnou LR(k) gramatiku G=(I1,%,S,P), vstupni
fetézecw € 3.

Vystup: pravy rozklad (derivace) vstupniho fetézce v ptipade, ze w € L(G),
jinak chybov4 signalizace.
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Postup:

- Algoritmus ¢te vstupni fetézec, pouziva zasobnik a ma k dispozici slovo u
= FIRSTk(x), kde x je dosud nepieCtena cast fetézce, symbolem X

Syntakticka analyza zdola nahoru

oznacime vrchol zasobniku. (vrchol zasobniku je na konci slova)
- Pocate¢ni situace je (w, #, e).
- Vykonavaji se pechody 1. a 2. dokud nenastane situace 3. nebo 4.

1. Redukce: Pokud M(X, u) = redukce (i), vylou¢ime ze zasobniku a,
které¢ je na pravé strané pravidla A— a. Pokud na zasobniku nebyl
fetézec a, nastava chybova signalizace a analyza konci, jinak Cislo i je
ptipojeno k posloupnosti reprezentujici pravy rozklad a do zasobniku
zafadime fetézec A.

2. Presun: Pokud M(X, u) = pfesun, pfecte se vstupni symbol a ulozi se
na vrchol zasobniku.

3. Prijeti: Pokud M(X,u) = pfijeti, fetézec je rozpoznan, analyza kon¢i a ©
obsahuje posloupnost pravidel reprezentujici pravou derivaci fetézce

podle G.

4. Chyba: ve vSech ostatnich ptipadech analyza kon¢i s chybovou

signalizaci.

ReSeny priklad 61:

M¢jme LR(1) gramatiku pro generovani aritmetickych vyrazi se scitdnim,
nasobenim, vnofenymi vyrazy se zavorkami a operandem Xx:

G=({S,A B,C, D}{+.*(), X}, S, P)

P:S—>;AB, A — S+,A—>3€, B —,CD, C—)5 B*, C—)ee,

D—)7(S),D—)8X

Gramatiku rozsifime dale o pravidlo S° —¢ S. Vytvofime tabulku, kde

pouzijeme nasledujici zkratky: P — piesun, R(i) — redukce (i), A — pfijeti.

M X + * ( ) e
S P P A
A R(6) R(6)

B R(1) P R(1) R(1)
C P P

D R(4) R(4) R(4) R(4)
X R(8) R(8) R(8) R(8)
+ | RE R(2)

* R(5) R(5)

(| R@) R(3)

) R() R(7) R(7) R(7)
# R(3) R(3)

Pti konstrukei této tabulky jsme pouzili hodnoty funkce BEFORE(A) = {#, (},

BEFORE(C) = {E‘}

Nyni zanalyzujme slovo x * x + x:
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X*X+X,#,8)=>X*X+X,#A,3) = X *x +Xx,#AC, 36) =
(*x+x,#ACx, 36) = (* x +x, #ACD , 368) =

(*x +x,#AB, 3684) = (x + x , #AB* , 3684) =

(x +x, #AC , 36845) = (+ x , #ACx , 36845) =

(+ x,#ACD , 368458) = (+ x , #AB , 3684584) =

= (+x, #S, 36845841) =

(x, #S+,36845841) = (x , #A , 368458412) =

(x, #AC , 3684584126) = (e , #ACx , 3684584126) =

(e, #ACD , 36845841268) = (e , #AB , 368458412684) =

(e, #S, 3684584126841) = Piijeti

Slovo bylo rozpoznano a prava derivace je reprezentovana fetézcem
3684584126841.

Kromé¢ silnych LR(k) gramatik existuji jesté jejich dalsi podtiidy a nadttidy.
Nebudeme uvadét jejich presné definice, pouze si provedeme jejich strucny
vycet.

1. Slabé LR gramatiky — jsou definovany analogickou podminkou jako
slabé LL gramatiky, tj. neni kladeno omezeni na pravidla, ale na
konstrukce rozkladovych tabulek podobné jako slabych LL(k)
gramatik.

2. LR(0) gramatiky — vyuzivaji pii SA informaci pouze o pribéhu SA a
nepotiebuji znat Zddnou cast fetézce.

3. Jednoduché LR(k) gramatiky — tyto tzv. SLR(k) gramatiky umoziuji
diky omezeni jednoduseji konstruovat rozkladové tabulky.

10.3Vlastnosti LR jazyk

Podobné jako LL jazyki mizeme formulovat nékteré dulezité vlastnosti.

Definice 60: Bezkontextovy jazyk L se nazyva LR(k) jazyk, pokud
existuje LR(k) gramatika G, takova Ze L = L(G). Bezkontextovy jazyk

L se nazyva LR jazyk, pokud existuje LR(k) gramatika G pro néjaké k

> 0 takova, ze L = L(G). LR jazyky

To jestli je né&jaky jazyk LR resp. LR(k) jazyk tedy zavisi na existenci
ptislusného typu gramatiky generujici dany jazyk.

Prvni vlastnosti op€t zaru€uje jednoznacnost.
Véta 40: Kazda LR(k) gramatika je jednoznacna.

Véta 41: Kazda LL(k) gramatika je LR(k) gramatika.
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Zajimavou vlastnosti je, ze kazdd LL(k) gramatika je LR(k) gramatika a

vvvvvv

nez LL gramatiky — coz jim dava vétsi expresivitu. OvSem to je za cenu
komplikovanéjsi SA, resp. tvorby tabulek.

wewr

- LR gramatiky a jazyky
- Funkce BEFORE a EFF
- Vlastnosti LR jazykt
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11LL a LR jazyky

Cil:

Po prostudovéani této kapitoly pochopite:
e vlastnosti LL gramatik a jazyku
e zobecnéni principt LL jazykt

Naucite se:

e transformovat gramatiky z predchazejicich kapitol

e vyuzit tyto transformace na problémovych aplika¢nich ulohach pro
snadng&j$i manipulaci s gramatikami a jazyky

Pruvodce studiem

Studium této kapitoly vam ukdze diilezité postupy, které muzete vyuzit i
V praktickém navrhu gramatik pro prekladace. Ukdzeme si nékteré postupy,
které se uplatiuji pri tvorbe prekladacu. Doporucuji sledovat pozorné priklady
a teprve poté nezbytnou teorii. Vénujte této kapitole cca 6 hodin.

I kdyz jsme v ptredchazejicich kapitolach kladli diraz ptredevsim na algoritmy
(postupy), jak provadét deterministickou — tedy implementovatelnou — SA,
zavedli jsme rovnéz mnoho novych tfid jazyki. Jednalo se postupné o tfidu
jazykt generovanych SLL(1) gramatikami, q-gramatikami, LL(1) gramatikami,
silnymi a slabymi LL(k) gramatikami. Uz v minulém dile opory jste poznali, ze
vlastnosti tfid jazykli jsou dulezité, nebot’ vam davaji moznost poznat a
uvédomit si principy a smysl jejich pouziti. Pfikladem mohou byt uzavérové
vlastnosti regularnich a bezkontextovych jazykti nebo Chomského hierarchie
jazykl. Podobné vlastnosti nyni budeme struén¢ zkoumat (pouze se slovni
formulaci myslenky dikazu) u LL jazyk. Vénujte, prosim, této kapitole
rovnéz vlekou pozornost. I kdyz se vam muze zdat na prvni pohled méné
dulezitd, naopak jeji vyznam je pro pochopeni a piehled o celém ucivu klicovy.

11.1Vlastnosti LL jazyku

Nejprve musime piesné definovat, co to vlastné je LL jazyk, i kdyz o tom asi
jiZz mate jistou piedstavu.

Definice 61: Bezkontextovy jazyk L se nazyva LL(k) jazyk, pokud
existuje LL(k) gramatika G, takova Ze L. = L(G). Bezkontextovy jazyk
L se nazyva LL jazyk, pokud existuje LL(k) gramatika G pro néjaké k
> 0 takova, ze L = L(G).

To jestli je né&jaky jazyk LL resp. LL(k) jazyk tedy zdavisi na existenci
ptislusného typu gramatiky generujici dany jazyk.
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Prvni vlastnosti, ktera je dilezita pro SA je jednoznacnost ve smyslu definice
Z prvniho dilu opory.

Véta 42: Kazda LL(k) gramatika je jednoznacna.

Jednoznacénost gramatiky je dana existenci pouze jedné levé derivace pro kazdé
slovo jazyka. JelikoZ pro kazdou LL(k) gramatiku plati podminka Definice 56:
musi kazdé odvozeni byt jednozna¢né urceno predponou fetézce na k-symbolt.

Pti konstrukci LL(k) gramatiky je tfeba dodrzet zdkladni podminku a tou je
vlastnost, Zze nemiize byt zleva rekurzivni. Zleva rekurzivni je takova
gramatika, kterd umoziuje z neterminalu A generovat fetézec, ktery zacina jim
samym tedy opét A.

Véta 43: Zadna LL(K) gramatika neni zleva rekurzivni.

Pokud by gramatika byla zleva rekurzivni, pak umoziiuje generovat sekvence
A =* Ao. a se muze piepsat bud’ na prazdné slovo a v tom piipad¢ tedy
muzeme A odvodit riznymi derivacemi nebo na termindlni slovo va A na
termindlni slovo u, pak mizeme v riznych odvozenich odvozeni generovat
stale znovu slovo zaGinajici na uv*"' . To bylo ve sporu s jednoznagnosti
gramatiky, protoze kazda LL(k) gramatika je jednoznac¢na. Je-li tedy gramatika
zleva rekurzivni (coz je z pravidel ihned zjistitelné) zjevné nemuze byt LL(k).

Dalsi vlastnost souvisi s pojmy algoritmické rozhodnutelnosti. Jde o vlastnosti,
které blize zkouma teorie vycislitelnosti — Ctendf se mize seznamit s oporou
[Pa02]. Pro naSe ucely tento pojem zjednoduSime do programétorské roviny
(neni problém si udélat paralelu mezi konkrétnim programem v tieba v Pascalu
a algoritmem zapsanym jinym zpisobem). Predstavte si, Ze madate napsat
program (algoritmus), ktery pro n&jaké objekty fekne zda plati jistd vlastnost
nebo ne. Musi to tedy fungovat pro jakykoliv objekt dostanete na vstup a vzdy
musite dostat na vystupu jasnou odpovéd ano nebo ne. Pokud takovy
algoritmus existuje, fikame ze problém je rozhodnutelny. V opa¢ném piipadé
se jedna o problém nerozhodnutelny. Pfikladem rozhodnutelného problému
muze byt existence redlnych kofenti pro kvadratickou rovnici. Jisté byste
dokézali napsat velmi jednoduchy program, ktery by pro dané koeficienty
kvadratické rovnice a,b,c (objekt) dokdzal obecné spocitat determinant a pokud
by byl nezéporny, vratili byste odpovéd” ANO a v opacné piipadé NE.

Véta 44: Pro danou BKG a dané pevné k>0 je rozhodnutelné, zda
gramatika je LL(K) nebo ne.

Je ziejmé, Ze je jednoduché ovérit zda dand gramatika je silnd LL(k). Staci si
spocitat pfislusné mnoziny FIRSTx a FOLLOWYy a pak ovéfit podminky.
Slozitéjsi je situace u slabych LL(k), ale i zde je mozné vytvorit soubor LL(k)
polozek, vytvoftit rozkladovou tabulku a pokud tato tabulka nikde neobsahuje
dvé expanze pro jednu bunku, pak je LL(k).
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Véta 45: Pro danou BKG je nerozhodnutelné, zda je LL(K) pro
néjaké k>0.

Postup feseni tohoto problému, ktery nés asi napadne jako prvni, je zkouSet zda
gramatika je LL(1) a pokud ne, zkusit zda je LL(2) a tak dale... Pokud
skutecné gramatika pro néjaké k je LL(k), pak to zjistime (viz piredchozi véta).
Problém této myslenkové konstrukce je, ze nebude fungovat pokud gramatika
neni LL(k) pro zadné k. Pak se vlastné postup zacykli do nekone¢né smycky a
stale bude zvySovat k do nekonecna. Postup uz nam tedy neda spolehlivé
odpovéd’. Uvédomme si, Ze tato vlastnost je zdsadni pro praci s LL tvary
gramatik. Pokud dostaneme gramatiku, nejsme schopni jednozna¢né pro kazdy
piipad ovérit, zda gramatika je vibec LL(k) gramatika. Jest€¢ horsi je vSak
vlastnost nésledujici.

Véta 46: Pro danou BKG G, ktera neni LL(k) pro dané pevné Kk, je
nerozhodnutelné, zda k ni existuje ekvivalentni gramatika, ktera je
LL(K).

Nemdame tedy jistotu, Ze obecnou BKG muzeme pievést vzdy na LL(k)
gramatiku. Samoziejmé tento pesimisticky teoreticky vysledek nas jesté
nemusi odradit od usili, pfevést obecnou BKG na LL(k) nebo dokonce LL(1)
gramatiku. Uz v piedchozim textu jste vidéli, ze pro stejny nebo podobny
problém lze nékdy sestrojit rizné typy gramatik. Pro ptevody na LL(k)
gramatiky existuje nékolik technik, které jsme pii konstrukci gramatik uz
v nékterych ptipadech pouzivali. Neni samoziejmé s ohledem na ptedchozi
véty zaruCeno, ze budou fungovat vzdy, ale pro vétSinu praktickych
aplikac¢nich tloh vedou k cili.

Dalsi zajimavou vlastnosti je, Ze u LL(1) gramatik je jedno zda aplikujeme
podminku silné nebo slabé LL(k) gramatiky — jde o ekvivalentni podminky.

Véta 47: BKG je silnou LL(1) gramatikou pravé tehdy, kdyz je
(slabou) LL(1) gramatikou.

Dale je jasné, Ze pokud gramatika spliiuje podminky pro LL(k) gramatiku,
spliiuje zaroven i podminky pro LL(k+1) gramatiku. To znamend, ze kdyz je
gramatika jednozna¢nd na k symboll uZ je jednoznacna na libovolné¢ mnoho
symboli, kterych je vice nez k. Zaroven plati, ze kazda silnd LL(k) gramatika
je i slaba LL(k), ale naopak ne (viz ptiklad slabé a silné LL(2) gramatiky)
Z ptedchozi kapitoly.

Véta 48: Pokud je BKG silna LL(k) gramatika, pak je i slaba LL(Kk).

Véta 49: Pokud je BKG LL(k) gramatika, pak je i LL(k+1).
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Tato vlastnost vytvaii hierarchii LL(k) jazykt, kde jsou do sebe postupné
vnofeny tfidy LL(1), LL(2), ... LL(k), ...jazykl navic jest¢ kazda tfida se
sklada z vnotené tiidy silnych LL(k) jazykd.

Pomérné elegantné¢ lze zapsat schéma pro gramatiku, ktera je LL(k) a neni
LL(k-1).

ReSeny priklad 62:

G =({S, A} {a,b}, S, P)
P:S—saT,A—>c, A—>bB, T—o>SA T—A, B—)bk'ld, B—oe

Tato gramatika je LL(k) lze rozhodnout na zékladé k nésledujicich symbolii ve
slové, zda pouzit pravidlo B — b*’d, kde je na k-tém mist¢ d nebo zda se
pouzije pravidlo s epsilon a tim se d4& moznost vygenrovat sekvenci symbolii b
pomoci A — bB. Ale na k-1 symbold uz nejsme schopni toto rozhodnuti vzdy
provest.

Velmi jednoduse Ize také podat ptiklad jazyka, ktery neni LL(k) pro zadné k.
Jdeojazyk L={a"b"|n>0}u{ac"|n>0}.

U tohoto jazyka nelze sestrojit gramatiku, kterda by obecné pro pocatecni
symboly a dokazala jednozna¢né derivovat bud’ na ukoncovaci b nebo c.
Symboll a mize byt na pocatku potencidln¢ libovolny pocet, coz neumoziuje
sestrojit obecné gramatiku pro vSechna slova tohoto jazyka.

11.2Transformace na LL gramatiky

Piestoze jsme v minulé podkapitole konstatovali, Ze existuji jazyky, ke kterym
nelze sestrojit LL(k) gramatiku pro zadné k, existuji rovnéZ jednoduché
transformaéni techniky, které umoziuji v nékterych piipadech pievést
gramatiku na LL(k), resp. LL(1) gramatiku. Dal$im pfevodem, ktery lze
dokonce provést univerzalné, je transformace LL(1) gramatiky na q-gramatiku.
Vsechny wuvedené prevodni techniky formulujeme jak teoreticky, tak
vyzkou$ime na praktickych ptikladech.

Pii pfevodu LL(1) gramatiky na q-gramatiku vyuzivdme tzv. techniku rohové
substituce. U LL(1) gramatiky je kolidujicim faktorem ve vztahu ke g-
gramatice moznost existence neterminalu na pocatku pravidla. Tohoto faktoru
se lze zbavit, pokud postupné dosadime (substituujeme) fetézce za tyto
neterminaly, tak ze zatneme od fetézci, které jiz zacinaji termindlem. Nejprve
si popiSme vlastni rohovou substituci.

Véta 50: Méjme BKG G=(I1,X,S,P) a pravidlo A—»> Ba v P, kde B € N
aB-op ... ] Bn jsou vSechna pravidla pro B. Vytvoiime gramatiku
G;=(IT,%,S,P1) vylou¢enim pravidla A — Ba a pridanim pravidel A —
Bla| el Bra. Pak plati L(G) = L(G;) a pokud G je LL(k) gramatika,
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pak i G; je LL(k) gramatika. Tato transformace se nazyva rohova
substituce.

Postupnou aplikaci rohové substituce na usporadané neterimindly v potadi, kde
zadny neterminal s vysSSim indexem nepfipisuje na fetézec zacinajici
netermindlem s niz$im indexem, dojdeme az ke g-gramatice, pokud ptvodni
gramatika byla LL(1).

Véta 51: Pokud BKG G=(IL,X,S,P) je LL(1) gramatika, pak existuje
g-gramatika G’=(I1,Z,S,P’) a plati, ze L(G) = L(G’).

Algoritmus 11: Pi‘evod LL(1) gramatiky na q-gramatiku.

Vstup: LL(1) gramatika G=(I1,%,S,P).
Vystup: g-gramatika G’=(I1,Z,S,P*), kde L(G) = L(G’).

Metoda:

1. Zavedeme uspotradani neterminall, aby platilo podminka: A; — Aja, pak i

<j. Atedy N={Ay, ..., An}.(Toto uspotadani lze provést pro kazdou LL(1)

gramatiku.)

PolozZimei=n—-1aP’ =P.

Pokud i = 0, pak mame gramatiku G*, jinak pokra¢ujeme bodem 4.

4. Kazdé¢ pravidlo Ai—Aj VP, kde j>i, mnahradime pravidly
Ai—>[310c| | Bno, kde Aj — B1 ‘ ... | Bn (rohova substituce).

5. Pokud vSechna piidana pravidla zac¢inaji termindlem, pokra¢ujeme krokem
6., jinak se vratime na krok 4.

6. Necht' i=1-1 a pokracuje krokem 3.

w N

Aplikujme nyni tento algoritmus na gramatiku z pfedchoziho textu.
ReSeny priklad 63:

G={S A B:{X + ()} S P)
P:S—1BA A—,+BA A—3¢e,B—osX, B—)s(S)

Krok 1: Neterminaly uspofadame naptiklad takto
A1:S,A2:A,A3:B.

Krok 2:i=2,P=P".

Krok 3: pokracujeme 4.

Krok 4: neexistuje pro A Zadné pravidlo vyhovujici dané podmince.
Krok 5: viz 4., pokraujeme 6.

Krok 6: i = 1, pokracujeme 3.

Krok 3: pokracujeme 4.

Krok 4: provedeme rohovou substituci S —; BA nahradime v P> S—, XA a
S—1 (S)A.

Krok 5: v§e zaCina termindlem a pokracujeme 6.

Krok 6: 1 =0, pokra¢ujeme 3.

Krok 3: 1= 0 a tedy mame g-gramatiku s pravidly:
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P’ZS—)laXAaS—)lb(S)A,A—)z'l'BA,A—)3€,B—)4X,B—)5(S)

Tvar g-gramatiky miize byt v nékterych ptipadech vyhodnéjsi pro SA nez tvar
LL(1) gramatiky a nékdy tomu muze opacn¢. Nevyhodou LL(1) gramatiky je
delsi odvozeni, protoze dochazi k postupnym piepisim pies netermindly (viz
ptiklad). Naopak vyhodou je vétsi prehlednost gramatiky diky niz§imu poctu
pravidel. V dualnim pohledu se stejn¢ muzeme divat na g-gramatiku, ktera
navic muze zredukovat nékteré netermindly, ov§em za cenu moZznosti vzniku
velkého mnozstvi pravidel a tim nepiehlednosti gramatiky. U praktickych
aplikaci musite tedy sami zvazit, co je pro vas prioritou v konkrétnim piipade.

Prevody na LL(1) gramatiky z obecnych bezkontextovych gramatik nelze

vvvvvv

techniky, které v nékterych piipadech toto umoziuji. Samoziejmé, Ze jich
existuje vice nez zde uvedeme - jde o nasledujici vybrané metody:

1. Odstranéni levé rekurze.
2. Leva faktorizace.
3. Rohova substituce.
4. Pohlceni terminalniho symbolu.
5. Pohlceni fetézce.
Ad 1.

Odstranéni levé rekurze je operace pii které se snazime zabranit situaci, kterd
se vzadném pfipadé nemiize u LL(1) gramatiky vyskytnout a to je, ze
netermindl pfepisuje na fetézec zacinajici jim samym. Pomoci nésledujici véty
1ze tuto situaci odstranit zavedenim nového neterminalu.

Véta 52: Necht’ G=(I1,%,S,P) je bezkontextova gramatika.

Necht’ {X— Xa,X— Xay,... X— Xou} (ai € (IIUZ)", 1 <i < r) je mnoZina
pravidel s levou rekurzi, ve kterych se na pravé strané tiplné vlevo nachazi
neterminal X. Necht' {X— B1,X—> B2,... X Bs} (Bi € (IIUZ)" jsou zbyvajici
pravidla pro X majici na levé strané neterminial X. Necht
G=(ITU{Z},Z,S,P1) je bezkontextova gramatika, ktera vznikla pridanim
neterminalu Z k IT a dal nahrazenim vSech pravidel slevou rekurzi
pravidly:

X—>Bi, prol<i<s

X->BiZ,prol<Li<s

Z—a;, prol<is<r

Z>a; Z,prol<is<r

Pak L(G1)=L(G). Tuto operaci nazveme odstranéni levé rekurze.

Pozndmka: Uvédomme si, Ze vSechna pravidla s levou rekurzi gramatiky G
generuji regularni mnozinu

{B1.B2....sHou,0,...00}

coZ je pravé mnoZina generovand v Gip pravidly, kterd maji na levé strané
neterminal X nebo Z. Vlastn¢ nahradime pomoci nového neterminalu Z levou
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rekurzi, kterd umoziuje generovat iteraci fetézcli a; pirevedenim na rekurzi,
ktera ovSem jiz neni levou rekurzi, protoze Z neni prvnim neterminalem
v pravidlech se Z na levé stran¢.

Ad 2.

Leva faktorizace je operace, pii kterd se snazime zabranit situaci, kdy ndm dvé
nebo vice pravidel zacinaji stejnym fetézcem. To samoziejm¢ znamend, ze
FIRST téchto pravidel neni disjunktni mnozina a tedy, Ze to nemutze byt LL(k)
gramatika. Odstranéni je pomérné¢ jednoduché a spoc¢iva v jakémsi ,,vytknuti*
tohoto fetézce a zavedeni nového neterminalu, ktery bude piepisovat na zbytky
fetézcu. To samoziejmé muze bud’ vyfesit situaci anebo piinést s sebou novou
kolizi (FIRST-FIRST nebo FIRST-FOLLOW).

Véta 53: Necht G=(IT,Z,S,P) je bezkontextova gramatika.

Necht’ {X— ao;,X—> ady,... X— ao} (o € (HUZ)*, 1 <i<r)je mnoZina
pravidel sstejnym Fetézcem na zacatku. Necht’ G;=(ITI\{Z}X,S,P,) je
bezkontextova gramatika, ktera vznikla pfidanim neterminélu Z k IT a dal
nahrazenim vSech pravidel se stejnym Fetézcem na zacatku pravidla:
X—>aZ,

Z—a;, prol<isr

Pak L(G;)=L(G). Tato operace se nazyva leva faktorizace.

Ad 3.

Rohovou substituci jsme jiz probrali v rimci pfevodu na q-gramatiku.

Ad 4.

Pohlceni termindlniho symbolu nam pomahéd vyfteSit situaci, kdy =za
netermindlem nasleduje fetézec, kterym muze nckteré pravidlo od tohoto
neterminalu za¢inat. Resi tedy FIRST-FOLLOW kolizi a to tak, Ze kolidujici
terminal spoji stimto netermindlem, ¢imZ vznikne novy neterminal
reprezentujici toto spojeni.

Véta 54: Necht’ G=(IT,%,S,P) je bezkontextova gramatika.

Necht’ X— aBaf je pravidlo, kde za neterminalem B nasleduje terminal a
a pro B plati, Ze B> a;,X—> ay,... X—> a,. Necht’ G=(TTu{Z},X,S,P1) je
bezkontextova gramatika, ktera vznikla pridanim neterminalu [Ba] k IT a
dal nahrazenim pravidla X—>aBap souborem pravidel:

X—a[Ba]p,

[Ba]>aia, prol<i<r

Pak L(G1)=L(G). Tato operace se nazyva pohlceni terminalniho symbolu.

Ad 5.
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Podobnou operaci jako je pohlceni terminélu je pohlceni celého fetézce. Tuto
operaci vzhledem k podobnosti s 4. nebudeme formalizovat.

Nyni se pokusme vybrané operace demonstrovat na piikladech.
Reseny priklad 64:

M¢jme gramatiku pro generovani seznamu abstraktnich ptikazii a blokt ve
slozenych zavorkach oddélenych stfednikem.

G=({S A{p.;. {3} SP
P:S—>1 A, S—,SA,
A —>3p, A—4s {S}

Tato gramatika nemize byt LL(1), nebot’ obsahuje levou rekurzi. Provedeme
jeji ptevod pomoci odstranéni levé rekurze. Zavedeme novy neterminal Z a
zrusime pravidlo s levou rekurzi.

G=({S, A Z}{p.;. {}},S,P)

S —1 A, S —>2 AZ,
A —3 P, A —>4 {S},
Z —5 AZ Z —6 A

Tato gramatika jiz neobsahuje levou rekurzi, ovS§em obsahuje dvé FIRST-
FIRST kolize u neterminidlu Sa Z. Pokusime se je tedy odstranit levou
faktorizaci. Zavedeme nové neterminaly X a Y, které vzniknou jeji aplikaci.

G=({SAZXY}{p.:.{}}SP)

S —1 AX,

A—op, A {S},
Z —4;AY,
X—s5e, X —67Z,
Y >7;7Z,7Z —>ge.

U pravidel 1. — 4. neni jiz zadna kolize. AvSak u neterminalu X a Y muze byt
kolize FIRST-FOLLOW. Nejprve spocitaime FOLLOW(X) = { } , e} a
FOLLOW(Y)={}e}.

Plati, 2¢ FOLLOW(X) N FIRSTZ) = {} e} n {; } = @ a rovnéz
FOLLOW(Y) NFIRST(Z)={},e}n{;}=2.

Gramatika tedy je LL(1) gramatika.

Existuji ale samoziejmé 1 pfipady, kdy nam leva faktorizace nezaruci, ze
dostaneme LL(1) gramatiku.

ReSeny priklad 65:
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G=({S,AB}{axVy,z}SP)
P: S —>1 aAXX, S >, aByy, S —3 2y, S —4 2X,
A —>5aAX,A—>s2,B—>;aBy,B —g2

Po levé faktorizaci dostaneme gramatiku:

G=({S,AB, X Y}{axvVyz}S P)
P: S —iaX, S —; 7Y,

X —3 AxX, X —4 Byy,

Y —5 X, Y —6 Y,

A —>73AX, A o527, B > aBy, B—ipz

Tato gramatika neni LL(1) gramatika, protoze
FIRST(Axx)NFIRST(Byy) = {a, z}.

V urcitych ptipadech je potieba pted vlastni faktorizaci provést jesté rohovou
substituci.

ReSeny priklad 66:

G=({S A B}{ab,cd} S P)

P:S—>aA, S > BA,

A—>cA A—d B—aB,B—>bA

Tato gramatika neni LL(1), protoze FIRST(aA)NFIRST(BA) = {a} a taktéz

nemuzeme provést faktorizaci. Abychom faktorizaci symbolu a mohli provést,
je potieba nejprve provést rohovou substituci B.

S > aA, S —»> aBA, S — bAA,
A—>cA A—>d B—aB,B—bA

Nyni se jiz mize faktorizovat zavedenim nového neterminalu X.
G={S A B, X}{ab,cd}, S, P)

S > aX, S - bAA,
X— A X— BA,
A—>cA A—-d B—aB,B—>bA

Tato gramatika uz je LL(1).

Nyni se zaméfime na odstranovani kolize FIRST-FOLLOW pomoci
pohlcovani symbold.

ReSeny priklad 67:

G=({S, A B}{ab,c}, S, P)
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S — AaB, A > e, A — aaB,
B—c, B—->hB

FIRST(aaB)NFOLLOW(A) = {a} a tedy nejde o LL(1) gramatiku.

Tuto kolizi miizeme odstranit pomoci pohlceni terminalu a, ktery kolizi
zpusobuje jeho pohlcenim neterminalem A.

G=({S, A B, [Aal}{a b, c}, S, P)

S —> [Aa]B, A > e, A — aaB,
B —» c, B — bB, [Aa] — a, [Aa] —» aaBa

Tim ovSem vznikla FIRST-FIRST kolize poslednich dvou pravidel, kterou
musime dale feSit pomoci faktorizace zavedenim X. Také lze zredukovat
netermindl A, protoZe se jiz v gramatice nedd od S pfepsat.

G =({S, B, [Aa], X}{a, b, c}, S, P)
S —>[Aa]B,B — ¢, B — bB, [Aa] » aX, X > e, X — aBa

V této gramatice FOLLOW(X) = {b, ¢} a tedy neni zde FIRST-FOLLOW
kolize.

Vhodnou kombinaci transformacnich technik tedy mizete (ale nemusite)
dospét k LL(k), resp. LL(1) gramatice.

vvvvvv

- hierarchie LL(k) jazyka
- transformacni techniky (odstranéni levé rekurze, rohova substituce, leva
faktorizace, pohlceni terminalu, pohlceni fetézce)

Ukol k textu:

1. Sestrojte BKG pro syntaktickou strukturu formule predikatové logiky,
kde se mohou vyskytovat n-narni predikaty pojmenované symboly p, q,
r a dale mohou obsahovat termy — bud’ vnofené funktory f, g, h sn
argumenty nebo konstanty a, b, ¢ nebo symboly pro proménné x, y, z.
Povolené logické spojky jsou konjunkce (A), disjunkce(v) a negace(—)
podle standardni definice predikatové logiky. Lze samoziejmé vnofovat
1 zavorkované formule.

Pifklad: (p(x,(y,g(c))) v =r(b)) A A(z,Y)

2. Vami sestrojenou gramatiku preved’te na LL(1) gramatiku.

3. Sestrojte rozkladovou tabulku pro tuto LL(1) gramatiku a zanalyzujte
formuli z ptikladu 1.
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12 Obecné algoritmy syntaktické analyzy

Cil:

Po prostudovani této kapitoly se struéné seznamite s metodami SA a jejich
implementace (vyhody a nevyhody):

e Obecné metody pro BKG — Earleyho algoritmus, CYK algoritmus
e Zasobnikovy automat

Z teoretického hlediska jsme se nyni vénovali pfedev§sim rozkladovym
tabulkdm pro LL, resp. LR gramatiky. Samoziejmé existuje mnoho zplsobu
pro implementaci SA a ty maji své vyhody a nevyhody z hlediska
implementace na prostiedcich pro automatizaci (zejména na pocitacich).
Jejich dtkladngjsi rozbor je jiz spiSe naplni kurzu piekladace, nebot
k pieklada¢tiim neoddélitelné¢ syntakticka analyza patii jako jejich podstatna a
nezbytnd soucast. Presto se v nasledujici kapitole, ale alespont velmi stru¢né
zminime o aspektech nékterych metod SA. Zejména pljde o mozZnosti
implementace datovych struktur, ¢asovou a prostorovou naroc¢nost.

12.1 Obecné algoritmy analyzy

Casova slozitost jakékoliv metody — algoritmu — hraje v informatice kli¢ovou
ulohu [Pa02]. Praktickéd realizace algoritmu musi byt dostate¢né ,,rychla® a
nesmi spotfebovat ,,enormné mnoho paméti®, abychom s ni v praxi uspéli. Jisté
znate optimaliza¢ni problémy typu ,,Problém obchodniho cestujiciho®, kdy
nezname dostatecné efektivni klasicky algoritmus pro jeho feSeni. Samoziejmé
existyji rizné moderni metody pro hledani optimalniho feSeni zalozené
napiiklad na evolu¢nich technikéach, ale klasicky deterministicky algoritmus
ma vzdy exponencialni slozitost, coz jej pro praxi ¢ini nepouzitelnym od urcité
velikosti problému (poctu mést, které ma obchodni cestujici navstivit).

Pro syntaktickou analyzu obecnych bezkontextovych gramatik existuji
algoritmy s mnohem lepsi funkci ¢asové slozitosti — S kubickou slozitosti, resp.
kvadratickou pro jednozna¢né gramatiky. Prvnim znich je tzv. Earleyho
analyzator (algoritmus). Je zaloZzen na teCkové notaci, podobné jako
algoritmy pro vypocet FIRST a FOLLOW. Jde o algoritmus z rodiny tzv.
grafovych algoritmt. Efektivni je zejména u gramatik s levou rekurzi. PopiSme
si nyni jeho zplisob vypoctu.

Algoritmus je zalozen na teckové notaci, tedy pravidlo A — B.CD s teckou
pted C reprezentuje situaci, ze B jiz bylo analyzovano a zbyva zanalyzovat CD.
Pro kazdou vstupni pozici analyzovaného fetézce vytvofime mnozinu stavi,
které reprezentuji kombinaci dvou prvkii:

1. Pravidlo s teckovou notaci
2. Pozice, na které pravidlo zacalo — vychozi stav.
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Stav na vstupni pozici k se nazyvd S(k). PoCatecni stav analyzy je S(0).
Analyzator vykonava iterativné 3 typy operaci:

1. Predikci: Pro kazdy stav v S(k) tvaru (X — a .Y B, j), kde j je vychozi stav,
ptidej (Y — . v, k) do S(k) pro kazdé pravidlo s Y na levé strané.

2. Cteni: Pokud mame a jako dal§i symbol v analyzovaném fetézci, pak pro
kazdy stav v S(k) ve tvaru (X — a .a B, j), pfiddme (X — a a . B, j) do
S(k+1).

3. Ukoncovani: Pro kazdy stav v S(K) tvaru (X — a ., j) najdeme stavy v S(j)
tvaru (Y — a. X B, 1) a pfidame stavy (Y — a X . B, 1) do S(k).

Algoritmus stale ptidava nové stavy, dokud Ize nové ptidat. To Ize

implementovat naptiklad pomoci fronty jest€¢ nevyfeSenych stavii. Tento

postup vlastn¢ simuluje prochazeni gramatiky na zakladé ptisluSnych symbola
ve vstupu, podobné¢ jako je tomu pfi konstrukci mnoziny FIRST.

Nyni se podivejme na feSeny ptiklad, prevzaty z [Wi05].
ReSeny priklad 68:

M¢jme gramatiku pro generovani aritmetickych vyrazii se scitdnim a
nasobenim a Cisly jako operandy.

P->S  #startovaci pravidlo
S->S+M|M
M->M*T|T

T -> number

Vstupni fetézec: 2 +3 * 4

Generovane stavy:

==S(0):+2+3*4==

(1) P->-S (0) # startovaci pravidlo
(2) S=>+S+M (0) # predikce z (1)
(3) S>M (0) # predikce z (1)
4 M->M*T (0) # predikce z (3)
5) M->-T (0) # predikce z (3)

(6) T->e¢number (0) # predikcez (5)

==§(1):2++3*4==
(1) T->numbere (0) # ¢teniz S(0)(6)

2 M->T- (0) #ukoncovani z S(0)(5)
B M>Me*T  (0) #ukoncovaniz S(0)(4)
4 S->M- (0) #ukoncovani z S(0)(3)
5) S=>S+M (0) # ukoncovani z S(0)(2)
(6) P->S- (0) # ukoncovani z S(0)(1)

=S(2):2+3*4==
(1) S>S++M (0) # cteni z S(1)(5)
2 M->«M*T (2) #predikcez (1)
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B M->-T (2) # predikce z (1)

(4) T->enumber (2) # predikcez(3)
==S(3):2+3*4==

(1) T->numberes (2) # ¢teniz S(2)(4)

2 M->T- (2) # ukoncovani z S(2)(3)

3 M>Me*T (2) #ukoncovaniz S(2)(2)
(4) S->S+Me+  (0) #ukontovaniz S(2)(1)
5) S=>S+M (0) # ukoncovani z S(0)(2)
(6) P->S- (0) # ukoncovani z S(0)(1)

==5S(4):2+3*e4==
1) M->M*«T (2) #¢tenizS3)(3)
(2) T->e+number (4) # predikcez (1)

—S(5):2+3%4e=—

(1) T->numbere (4) # cteniz S(4)(2)

2) M>M*Te (2) #ukonCovaniz S(4)(1)
(3 M->M+*T (2) #ukonovaniz S(2)(2)
(4) S>S+M- (0) # ukon¢ovani z S(2)(1)
5) S>S*+M (0) # ukoncovani z S(0)(2)
(6) P->S- (0) # ukon¢ovani z S(0)(1)

Vidite, ze mame i pomérné jednoduchy algoritmus pro obecné BKG a navic
jeho Casova slozitost (zvlasté pro jednoznaéné gramatiky) je veelku pfiijatelnd
(kvadratickd slozitost se povazuje vzhledem k exponencialni slozitosti
optimalizacnich problémt za zvladnutelnou). Skryty problém této konstrukce
je vsak v jeji pamét'oveé naro¢nosti. Uz v tomto jednoduchém piikladé je jasné,
ze vznika velké mnozZstvi stavli, které je potfeba ukladat v néjaké datové
struktufe. Proto se zda byt rozumnéj$i (pokud to 1ze) pouzivat omezené ttidy
jazykt z minulych kapitol, kde mame algoritmy SA s linedrni casovou
slozitosti a navic bez nutnosti uchovavat potencidlné rozsahlé datove struktury. @3

Dalsim zrodiny SA pro obecné BKG je znamy Cocke-Younger-Kasami
(CYK) algoritmus nebo také (CKY). Tento algoritmus ve své

nemodifikované verzi dokdze rozpoznat pro kazdou BKG v Chomského

normalni form¢ (kazdou BKG lze pomérné jednoduse pievést na CHNF — viz

prvni dil textu), zda slovo patfi do jazyka generovaného touto gramatikou. Jde

o implementaci metod tzv. dynamického programovani (metody vyuZivaji
rozklad na podproblémy a jejich optimalizaci, napf. naivni vypoclet
Fibonnaciho ¢isel prostou rekurzi vs. vypocet na zakladé ukladéani dil¢ich
hodnot pro mensi argumenty, coZz optimalizuje vypocet, protoze neni nutné
znovu pocitat jiz diive vy¢islené hodnoty).

CYK algoritmus

CKY algoritmus ma rovnéz v nejhorSim ptipadé kubickou ¢asovou slozitost a
je dulezity zejména z teoretického hlediska, protoze déava dikaz o
rozhodnutelnosti problému piislusnosti slova do BKJ.

12.2  Zasobnikovy automat
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Zasobnikovy automat je pfirozenym kandiddtem na roli syntaktického
analyzatoru. I kdyz dokaze rovnéz analyzovat obecny BKIJ, jeho
nedeterministicka verze vyzaduje urcitou metodu simulace, abychom dostali
implementovatelny deterministicky postup. Pravé protoze je jeho myslenka
prili§ jednoduchd vede obecné pifi deterministické simulaci na exponencialni
slozitost , coz je pro praxi nepouzitelné. Nicméné jeho implementace je
pomérné jednoduchd — jde vlastné o zasobnik s pravidly, které lze zapsat do
vicerozmérného pole.

Nejdiilezitéjsi probrané pojmy:
- analyza obecnych BKG (Earleyho algoritmus, CYK algoritmus)
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13Implementace algoritmi  syntaktické
analyzy
Cil:

Po prostudovani této kapitoly se strucné seznamite s metodami SA a jejich
implementace (vyhody a nevyhody):

e Rozkladové tabulky
e Rekurzivni sestup

13.1 Rozkladové tabulky

Rozkladové tabulky pro LL a LR gramatiky, které¢ jsme detailné rozebirali
V tomto textu maji svou vyhodu v jednoduché implementaci a linedrni ¢asové
sloZitosti analyzy, jsou-li jednou vytvofeny. Tabulku Ize jednoduSe
implementovat jako vicerozmérné pole nebo dynamickou strukturu a pak v ni
jen hledat pfislusnou kombinaci symbol ve vstupni slové a symbol na vrcholu
zasobniku a provést danou akci. To provadime iterativné az do dosazeni piijeti
nebo chybové signalizace.

Na druhou stranu pro danou gramatiku je po sestrojeni tabulky a implementaci
pomérné slozité provést rozsifeni. Naptiklad kdybychom chtéli misto celych
Cisel v gramatice pouzit Cisla redlna, znamena to prebudovat celou rozkladovou
tabulku na zadklad€ nové gramatiky. Navic je rozkladova tabulku pro ¢lovéka
témet necitelnd ve smyslu logiky daného jazyka. Kuptikladu byste asi t€Zko jen
na zakladé rozkladové tabulky dokazali urcit jaky jazyk generuje — u vychozi
gramatiky to mize byt pfece jen vice ziejmé.

Pro ruéni implementaci (mysli se tim, vlastni tvorba tabulky a jeji zéapis a
pouziti ve formé vlastniho pocitacového programu) jsou pomérné¢ vhodné
LL(1), resp. LL(k) gramatiky. Naopak tvorba LR analyzatort je velmi pracna a
nepiehledna takZe pro rucni implementaci jsou nevhodné. Ale diky vétsi
obecnosti se Vvpraxi vice pouzivaji automatické generatory (hotové
profesionalni aplikace) zaloZzené na LR gramatikach. Tato oblast je naplni
teorie a praxe piekladact, ale pro z4jemce je mozné dat odkaz na existujici a
dobfe znamé programy jako je LL-gen (pro LL gramatiky) nebo vice
pouzivany YACC ¢i Bison.

13.2 Metoda rekurzivniho sestupu

Velice oblibenou, jednoduchou a piehlednou metodou vedouci piimo ke
zdrojovému koédu je metoda rekurzivniho sestupu (Recursive Descent
Parsing) [Le02]. Metoda je zalozena na principu analyzy ,,shora doli“ a je
tedy blizka LL gramatikach.

Metoda rekurzivniho sestupu spociva v konstrukei procedur strukturovaného
programovaciho jazyka presn¢ dle Backusovy-Naurovy formy (BNF), kde je
kazdému neterminalu pfifazena jedna procedura a je volana procedura GetChar
(nacitajici vzdy nésledujici symbol slova) pied kazdym termindlem. Vyskyt
neterminalu v pravidle je v procedufe nahrazen rekurzivné volanim ptislusné
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procedury. Iterace a podminka v Backus-Naurové formé¢ je nahrazena
jednoduse jejich programatorskymi protéjsky. Vyzaduje se, aby jazyk byl
definovan LL(k) gramatikou. Z hlediska Casové slozitosti jde opét o obecné
neefektivni metodu s exponencidlni Casovou slozitosti, nicméné pro
jednoduché gramatiky z praxe je pouzitelna a zejména je jeji vyhodnou vysoka
¢itelnost kodu ve vztahu k vychozi gramatice. Navic existuje modifikace tzv.
packrat parser, ktera pro omezenou tiidu takzvanych parsing expression
grammars pracuje V linearni Case. Také je tento postup flexibilni, protoze
umoziuje kdykoliv zménit a pridat syntakticky element bez nutnosti ménit cely
koéd, ale pouze dotéenou cCast gramatiky (naptiklad zména struktury cislo
Z celého c¢isla na realné znamena pouze zménu procedury reprezentujici tento
element). Podivejme se nyni na piiklad gramatiky pro generovani
aritmetickych vyrazii se scitanim, nasobenim, Cislicemi a vnofenymi
zavorkovanymi strukturami.

ReSeny priklad 69:

Gramatiku v Backusové-Naurové formé pro nas zjednoduseny ptiklad (pouze
s Cislicemi misto identifikatort) 1ze zapsat takto:

<Vyraz> ::= <Term> { + <Term>}
<Term> ::= <Faktor>{ * <Faktor>}
<Faktor> ::= 0[1]2|...]9|(<Vyraz>)

Nyni se schématicky pokusime ukazat (nejde o zcela hotovy kod), jak bychom
sestrojili SA metodou rekurzivniho sestupu pro tuto gramatiku v jazyce Pascal.
Tento kod, pak umoZiluje nejen SA, ale 1 detekci moznych chyb. Nejprve
sestrojime proceduru, kterd zapouzdiuje celou ¢innost SA. Jeji hlavicka miize
vypadat napfiiklad takto:

procedure SyntaktickaAnalyza(infix:string;var err,pos:word);

{procedura analyzuje aritmeticky vyraz infix, err obsahuje Cislo chyby, pos
obsahuje pozici ,kde analyza skongila}
Pouzivaji se proménné infixpos (pozice aktudlné ¢teného znaku ze vstupu), ch

(aktualni znak).

Analyzator dale obsahuje nezbytny lexikdlni analyzator pro nacitani
jednotlivych symbolil (v nasem zjednoduseném piipad¢ jde o jednoznakové
symboly). Lexikalni analyza je realizovana procedurou GetChar, ktera uklada
znak do proménné ch a ptipadné provede detekci chybové situace err=2, pokud
nacteme zcela nepfipustny znak.

procedure Getchar; {¢te znak z infixu do proménné ch}
begin
if err=0 then
begin
Inc(infixpos);
if infixpos<=Length(infix) then ch:=infix[infixpos] else ch:=#0;
ch:=Upcase(ch);
if not((ch in cislice)or(ch in [(,"),™,'+)) then err:=2; {o8etfeni
nezadoucich znak(}
end;
end;
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Jadrem analyzétoru jsou jednotlivé rekurzivni procedury Vyraz (sCitani), Term
(nésobeni), Faktor (Cislice, vnofeny zavorkovany vyraz). Vyraz piesné podle
BNF bud’ vola podtizeny Faktor nebo ¢te terminalni symboly.

procedure Vyraz; {vyraz s nizsi prioritou}
begin
if err=0 then
begin
Term;
while (ch="+") do
begin
Getchar; {scitani}
Term;
end;
end;
end,;

procedure Term; {vyraz s vySSi prioritou}
begin
if err=0 then
begin
Faktor;
while (ch="*") do
begin
Getchar; {nasobeni}
Faktor;
end;
end;
end,

A dale musime sestrojit proceduru pro Faktor, kterd bude mit vzhledem
K jinému charakteru ptepisovaného fetézce i jiny kod.
procedure Faktor; {synt. analyza operandu}
begin
if err=0 then
begin
case ch of
'0..'9"
begin {anal. Cislic}
Getchar;
end;
'(:begin
Getchar;
{analyza vyrazu se zavorkou}
Vyraz;
if (ch<>")")and(err=0) then err:=4 {chyba- neni ukonéen zavorkou}
else if err=0 then
begin
Getchar;
end;
end;
else if err=0 then err:=5; {nebyl detekovan ani vyraz,ani Cislice}
end;
end;

Faktor tedy rozliSuje dvé situace — bud’ jde o Cislici nebo jde o vyraz zacinajici
zavorkou a ukonceny opacnou zavorkou. Logicky tedy miZeme odhalit dalsi
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dvé chyby (err=4, kdyz chybi zavorka, err=5, kdyz neni detekovan ani vyraz
ani Cislice).

Pozn. Samoziejm¢, Zze chybové detekce by mohly odhalit jest¢ dalsi
problematické konstrukce — napt. skonceni nejvyssiho volani procedury Vyraz
pied prectenim posledniho znaku apod.

[lustrujme nyni priabéh vypoctu procedury Vyraz na vyrazu 5 + 3 * 2.

Infixova Aktualni znak | Aktualni Navrat do
notace procedura |procedury
5+3*2 5 Vyraz
5+3*2 5 Term
+3*2 + Faktor Term
+3%*2 + Term Vyraz
3*2 3 Vyraz (+)
3*2 3 Term
*2 * Faktor Term
2 2 Term (*)
Faktor Term (*)
Term (*) Vyraz (+)
Vyraz (+)

13.3  Jiné metody

Existuji samoziejme i jiné metody implementace syntaktickych analyzatort. Za
zminku stoji napiiklad metoda spojovych seznamu, kterd vychazi z toho, Ze
prepisovaci pravidlo pro neterminal si lze predstavit jako seznam neterminall a
terminald reprezentujicich fetézec, na ktery pravidlo prepisuje. Jednotlivé
prepisovaci pravidla pro dany neterminal tedy 1ze implementovat jako spojovy
seznam, ktery obsahuje bud uzly termindlni, kdy srovnavdme symboly
S analyzovanym fetézcem nebo netermindly, které obsahuji pouze odkaz
(ukazatel) na jiny spojovy seznam, ktery reprezentuje dany neterminal.
Principidlné jde vlastné o analogii rekurzivniho sestupu, ale u této
implementace neni nutna rekurzivita navzdjem vnotfenych procedur a tedy i
volani. Iterativnost analyzy namisto rekurzivity mize byt vyhodna zvlasté pro
velmi slozité gramatiky a také je jeji velka potencidlni sila v moznosti ménit
gramatiku za bchu programu. Jist¢ si dokazete predstavit ,elasticky*
informacni systém, ktery by umozioval dokonce vytvaiet nové syntaktické
struktury svych vstupt, pfipadné programovaci jazyk, ktery byste takto mohli
interaktivné rozsifovat o nové konstrukce bez nutnosti zasahovat ptimo do
zdrojového kodu jeho prekladace!

vvvvvv

- analyza obecnych BKG (Earleyho algoritmus, CYK algoritmus)
- metoda rekurzivniho sestupu

Ukol k textu:
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Pokuste se promyslet, jak byste u piikladu na metodu rekurzivniho sestupu
odhalili chybu typu ,,chybi operator. Dale se pokuste vytvoiit spojové
seznamy pro syntaktickou analyzu pro stejny jazyk jako u metody rekurzivniho
sestupu.

Korespondenc¢ni tikol:

Sestrojte BNF pro jazyk logickych vyrazii vyrokové logiky, kde muzete
pouzivat konjukci, disjunkci, implikaci, negaci a dale symboly a..z pro
vyrokové proménné, symboly 0 a 1 pro true a false a rovnéz mtzete do zavorek
vnoftit vyraz stejného typu.

Pro sestrojenou gramatiku vytvoifte metodou rekurzivniho sestupu program
Vv libovolném strukturovaném programovacim jazyce (napt. Pascal), ktery bude
provadét syntaktickou analyzu libovolné formule a jejich chybovou detekei.
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